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ABSTRAK
PENGENDALIAN PENYEBARAN KOINFEKSI TB-HIV/AIDS DENGAN
MENGGUNAKAN KONTROL OPTIMAL
HIV/AIDS merupakan sebuah penyakit yang menyerang sistem kekebalan
tubuh manusia. Kekebalan tubuh yang rendah akan mudah menyebabkan terkena
infeksi oportunistik (IO), yaitu penyakit yang menyerang individu dengan sistem
kekebalan tubuh yang rendah. IO yang paling banyak menyerang orang dengan
HIV/AIDS adalah Tuberkulosis (TB). TB merupakan sebuah penyakit yang
disebabkan oleh bakteri Mycobacterium tuberculosis (Mtb). Keadaan dimana
seorang individu terkena penyakit TB dan HIV/AIDS sekaligus didalam tubuhnya
dinamakan koinfeksi TB-HIV/AIDS.
Tujuan dari penelitian ini yaitu meminimumkan jumlah populasi koinfeksi
TB-HIV/AIDS dengan pengeluaran biaya pengobatan yang minimum. Hal
tersebut berarti meminimumkan fungsional objektif (J) atau fungsi tujuan. Pada
penelitian ini dilakukan pengembangan model dengan penambahan kelas populasi
pengobatan untuk penderita HIV dengan ARV (RH). Jumlah kelas populasi yang
digunakan berjumlah 11 kelas dengan penggunaan tiga buah kontrol meliputi
pengobatan untuk TB laten (u1), TB aktif (u2), dan HIV (u3).
Setelah dilakukan simulasi numerik menggunakan Runge Kutta orde
Empat forward backward sweep diperoleh hasil bahwa skenario 7 menjadi
skenario terbaik dalam mengendalikan penyebaran koinfeksi TB-HIV/AIDS
karena menghasilkan nilai J yang paling minimum sebesar 1401,44. Hal tersebut
berarti dengan memberikan pengobatan TB laten, TB aktif serta HIV secara
bersama-sama dapat mengurangi jumlah populasi koinfeksi TB-HIV/AIDS dengan
biaya pengobatan yang minimum.
Kata kunci: Koinfeksi TB-HIV/AIDS, Pontryagin, Runge Kutta orde empat.
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ABSTRACT
CONTROL OF THE SPREAD OF TB-HIV/AIDS COINFECTION USING
OPTIMAL CONTROL
HIV/AIDS is a disease that attacks the human immune system. Low
immunity will easily cause exposure to opportunistic infections (IO), which is a
disease that attacks individuals with low immune systems. The most popular IO
attacking people with HIV/AIDS is tuberculosis (TB). TB is a disease caused by
the bacteria Mycobacterium tuberculosis (MTB). The condition in which an
individual is affected by TB and HIV/AIDS in his body is called a TB-HIV/AIDS
coinfection.
The purpose of this research is to minimize the number of populations of
TB-HIV/AIDS coinfection with a minimum expenditure on medical expenses.
That means minimizing the functional objectives (J) or purpose function. In this
research, the development of the model with the addition of treatment population
classes for HIV sufferers with ARV (RH). The number of population classes used
is 11 classes with the use of three controls including treatment for latent TB (u1),
active TB (u2), and HIV (u3).
After a numerical simulation done using the order Runge Kutta four
forward backward sweep obtained results that scenario 7 became the best scenario
in controlling the spread of TB-HIV/AIDS coinfection because it resulted in a
minimum J value of 1401.44. This means that by providing the treatment of latent
TB, active TB and HIV in tandem can reduce the number of populations of
TB-HIV/AIDS in the minimum treatment cost.
Keywords: TB-HIV/AIDS coinfection, Pontryagin, Fourth-order Runge Kutta.
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BAB I
PENDAHULUAN
1.1. Latar Belakang Masalah
Penyakit menular masih menjadi perhatian khusus bagi Kementerian
Kesehatan RI karena menjadi penyebab utama kematian di seluruh dunia
(Kemenkes, 2018, 2019). Kementerian Kesehatan memiliki peran penting dalam
meningkatkan status kesehatan masyarakat (Dirjen PP PL, 2015). Menurut
Natoadmodjo (Irwan, 2017) penyakit menular adalah penyakit yang dapat
berpindah dari individu satu ke individu lainnya, baik secara langsung maupun
melalui perantara. Sedangkan menurut Peraturan Menteri Kesehatan Republik
Indonesia Nomor 82 Tahun 2014 tentang Penanggulangan Penyakit Menular,
penyakit menular merupakan penyakit yang dapat menular ke manusia yang
disebabkan oleh virus, bakteri, jamur maupun parasit. Salah satu penyakit menular
yang masih menjadi sorotan adalah HIV/AIDS karena menjadi masalah utama
kesehatan di seluruh dunia (Andareto, 2015; Khan, dkk., 2019).
AIDS (Acquired Immune Deficiency Syndrome) merupakan penyakit
menular dimana sistem kekebalan tubuh manusia menurun atau rusak akibat
infeksi HIV (Human Immunodeficiency Virus) (Sukokarlinda, 2012). Berdasarkan
data dari Joint United Nations Programme on HIV and AIDS (UNAIDS) tahun
2018 telah tercatat sebanyak 37,9 juta orang di dunia hidup dengan HIV, dimana
640.000 kasus diantaranya terjadi di Indonesia (UNAIDS, 2019a,b). Orang dengan
HIV/AIDS (ODHA) lebih berpotensi terkena Infeksi Oportunistik (IO) yaitu
1
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2
penyakit yang muncul atau menyerang seseorang karena sistem kekebalan
tubuhnya lemah (Zeth, dkk., 2010; Murni, dkk., 2009). Infeksi Oportunistik dapat
berasal dari bakteri (tuberculosis, infeksi salmonella, dll), virus (herpes simplex
virus, oral hairy leukoplakia, dll), jamur, parasit dan kondisi klinis lainnya
(Widiyanti, dkk., 2016). Satu per tiga dari ODHA terinfeksi oleh TB, bahkan TB
merupakan Infeksi Oportunistik terbanyak dan menjadi penyebab kematian utama
pada ODHA (Rusli, 2014; WHO, 2018).
Tuberculosis (TB) merupakan penyakit infeksi yang disebabkan oleh
bakteri Mycobacterium tuberculosis (Mtb) (Irianti, dkk., 2016). Pada tahun 2017
tercatat sebanyak 10 juta orang di dunia terkena penyakit TB dan 1,6 juta mati
karena penyakit tersebut (0,3 juta diantaranya terkena HIV), sedangkan di
Indonesia ditemukan 420.000 kasus Penyakit TB (Marlina, 2018; WHO, 2018).
Tahapan penyakit TB berawal dari tahap TB laten menuju tahap TB aktif. TB laten
atau terekspos TB yaitu individu yang terjangkit bakteri Mtb namun tidak dapat
menularkannya pada individu lain, sedangkan TB aktif yaitu individu yang telah
terkena penyakit TB dan mampu menularkannya pada individu lain (Nainggolan,
2017; Rayhan, 2017; Rusli, 2014). Diagnosis TB aktif dapat dilihat berdasarkan
hasil radiologi serta pemeriksaan mikroskopis dan pembuatan kultur mikrobiologis
cairan tubuh, sementara untuk diagnosis TB laten berdasarkan pada tes tuberkulin
kulit atau Tuberculin Skin Test (TST) serta tes darah (Andareto, 2015).
Koinfeksi TB-HIV merupakan sebuah kondisi dimana seorang individu
terinfeksi oleh bakteri Mtb sekaligus HIV (Rayhan, 2017). Ketika individu terkena
infeksi HIV dan Mtb, HIV yang dimilikinya mampu mempercepat proses
pengaktifan TB dan TB mampu meningkatkan laju perkembangan infeksi HIV
menjadi AIDS (Bolarin dan Omatala, 2006). Sehingga dibutuhkan sebuah strategi
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3
untuk mengendalikan koinfeksi TB-HIV/AIDS agar diketahui bagaimana
pengambilan langkah yang paling tepat dalam pengobatan penyakit tersebut.
Upaya untuk melakukan pengendalian penyakit telah banyak dilakukan dengan
menggunakan pemodelan matematika.
Pemodelan matematika mempunyai peranan penting diantaranya untuk
menganalisis dan mengendalikan penyebaran suatu penyakit menular dengan
melakukan kontrol optimal (Nainggolan, 2017). Secara umum masalah kontrol
optimal sama halnya dengan masalah optimasi. Optimasi merupakan sebuah
proses untuk mendapatkan solusi terbaik dalam sebuah permasalahan. Pada teori
kontrol optimal, optimasi berupa suatu fungsi yang dapat mengoptimumkan
(maksimum/minimum) indeks performa (Rose, 2015). Indeks performa atau
fungsional objektif (FO) merupakan sebuah target atau tujuan yang ingin dicapai
dari sebuah permasalahan kontrol optimal (Hidayah, 2016).
Terdapat beberapa penelitian terdahulu yang meneliti tentang pengendalian
penyebaran penyakit menggunakan kontrol optimal diantaranya Sukokarlinda
(2012) dalam penelitiannya melakukan analisis serta kontrol optimal penyebaran
penyakit HIV dengan menerapkan satu kontrol berupa pemberian obat ART. Selain
itu ada pula Gao dan Huang (2018) yang melakukan penelitian kontrol optimal
untuk penyakit TB dengan memberikan tiga jenis kontrol berupa pemberian vaksin
dan dua pengobatan. Selanjutnya ada Bhunu, dkk. (2009) yang telah menganalisis
dan melakukan kontrol optimal untuk penyebaran penyakit koinfeksi
TB-HIV-AIDS. Kelas populasi yang digunakan dalam penelitiannya sebanyak 10
kelas populasi diantaranya kelas populasi rentan S, terekspos TB ET , terinfeksi
TB IT , terinfeksi HIV IH , terinfeksi AIDS IA, terekspos TB-HIV ETH , terekspos
TB-AIDS ETA, terinfeksi TB-HIV ITH dan terinfeksi TB-AIDS ITA.
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4
Bhunu menggunakan tiga jenis kontrol berupa pengobatan untuk individu
TB laten (τ1), TB aktif (τ2), dan AIDS (α) yang masing-masing bernilai statis atau
konstan dari waktu awal hingga akhir. Penelitian selanjutnya oleh Rayhan (2017)
yang melakukan pengembangan dari penelitian milik Bhunu, dkk. Sama halnya
seperti penelitian Bhunu, dkk, Rayhan juga menggunakan 10 kelas populasi serta
tiga jenis kontrol. Rayhan melakukan pengembangan berupa penggunaan kontrol
yang dinamis, sehingga menyebabkan terjadinya perubahan penggunaan kontrol
dari waktu ke waktu. Metode yang digunakan dalam penelitiannya meliputi
Prinsip Minimum Pontryagin untuk menyelesaikan masalah kontrol optimal dan
dilanjutkan dengan metode Runge-Kutta orde empat untuk penyelesaian numerik.
Selain Rayhan, ada pula Tanvi dan Aggarwal (2020) yang melakukan
pengembangan dari penelitian Bhunu, dkk. Tanvi dan Anggarwal mengembangkan
penelitian milik Bhunu, dkk dengan menambahkan satu kelas populasi pengobatan
AIDS RA sehingga dalam penelitiannya melibatkan 11 kelas populasi. Tanvi dan
Anggarwal juga menggunakan kontrol yang dinamis dengan metode yang
digunakan Prinsip Minimum pontryagin dan Runge Kutta orde empat.
Metode Runge-Kutta orde empat menjadi salah satu metode numerik yang
paling sering digunakan untuk menyelesaikan masalah persamaan diferensial
karena galat pemotongan yang kecil sehingga menghasilkan hampiran solusi yang
baik (Huzaimah, 2016). Hal tersebut didukung oleh Subhashini dan Srividhya
(2019) dalam penelitian yang menyatakan bahwa metode Runge Kutta memiliki
nilai error yang kecil dalam menyelesaikan sebuah persamaan. Selain itu
Puspitasari, dkk (2010) pada penelitiannya menyatakan metode Runge Kutta orde
empat lebih baik dibanding dengan metode Adam-Bashfort Moulton dalam
penyelesaian model pertumbuhan uang yang diinvestikan.
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Tujuan dalam penelitian Rayhan (2017) yaitu mengendalikan penyebaran
penyakit koinfeksi TB-HIV/AIDS dengan meminimumkan jumlah populasi
terinfeksi TB-HIV/AIDS. Berdasarkan tujuan tersebut, maka fungsional objektif
yang digunakan dalam penelitiannya hanya melibatkan populasi terinfeksi
TB-HIV dan terinfeksi TB-AIDS. Untuk mendapatkan hasil yang paling optimal,
Rayhan menggunakan lima skenario percobaan terhadap ketiga kontrol
diantaranya pengobatan TB laten (u1), TB aktif (u2), dan AIDS (u3). Adapun
kelima skenario tersebut meliputi skenario 1 dengan penggunaan kontrol u1,
skenario 2 penggunaan u2, skenario 3 penggunaan u3, skenario 4 penggunaan u1
dan u2 serta skenario 5 penggunaan u1, u2 sekaligus u3.
Pada skripsi ini penulis akan mengembangkan penelitian yang telah
dilakukan oleh Rayhan (2017) dengan melakukan modifikasi model penyebaran
penyakit koinfeksi TB-HIV/AIDS, melakukan perluasan fungsional objektif serta
menambahkan skenario percobaan. Modifikasi model yang akan dilakukan yaitu
dengan penambahan kelas populasi untuk pengobatan HIV (RH) menggunakan
Antiretoviral (ARV). Hal tersebut dilakukan karena pengobatan dengan ARV
seharusnya dapat dilakukan saat seorang individu sudah terinfeksi oleh HIV.
Pemberian ARV dapat menekan penyebaran HIV karena ARV dapat menghambat
proses replikasi dari virus HIV di dalam tubuh sehingga dapat mengurangi potensi
berkembangnya HIV menjadi penyakit AIDS (Sukokarlinda, 2012).
Perluasan fungsional objektif pada penelitian ini yaitu dengan melibatkan
populasi terekspos TB-HIV/AIDS, sehingga fungsional objektif yang akan
digunakan melibatkan populasi terekspos TB-HIV/AIDS dan terinfeksi
TB-HIV/AIDS. Hal tersebut sesuai dengan tujuan dalam penelitian ini yaitu
mengendalikan penyebaran penyakit koinfeksi TB-HIV/AIDS dengan mengurangi
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jumlah populasi koinfeksi TB-HIV/AIDS baik terekspos TB-HIV, terekspos
TB-AIDS, terinfeksi TB-HIV maupun terinfeksi TB-AIDS. Selain itu, perluasan
fungsional objektif dimaksudkan juga untuk mengetahui pengaruh pengendalian
dari keempat populasi tersebut terhadap populasi lainnya.
Selain dua pengembangan diatas, pada penelitian ini akan ditambahkan dua
skenario percobaan dengan melakukan kombinasi antar kontrol yang digunakan.
Penambahan skenario yang pertama yaitu pemberian pengobatan pada individu TB
laten (u1) sekaligus HIV (u3) serta skenario yang kedua yaitu pemberian
pengobatan pada individu TB aktif (u2) sekaligus HIV (u3). Penambahan dua
skenario tersebut didasari karena untuk mengetahui dan mendapatkan strategi atau
langkah yang paling tepat dalam mengurangi jumlah populasi koinfeksi
TB-HIV/AIDS. Berdasarkan semua pemaparan diatas, penulis akan melakukan
penelitian dengan judul “Pengendalian Penyebaran Koinfeksi TB-HIV/AIDS
dengan Menggunakan Kontrol Optimal”.
1.2. Rumusan Masalah
Adapun rumusan masalah pada penelitian ini yaitu:
1. Bagaimana penyelesaian kontrol optimal untuk model modifikasi penyebaran
koinfeksi TB-HIV/AIDS?
2. Bagaimana hasil simulasi yang diperoleh dari kontrol optimal untuk model
modifikasi penyebaran koinfeksi TB-HIV/AIDS?
1.3. Tujuan Penelitian
Berdasarkan rumusan masalah, maka tujuan dari penelitian ini yaitu:
1. Mengetahui penyelesaian kontrol optimal untuk model modifikasi
penyebaran koinfeksi TB-HIV/AIDS.
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2. Mengetahui hasil simulasi yang diperoleh dari kontrol optimal untuk model
modifikasi penyebaran koinfeksi TB-HIV/AIDS.
1.4. Manfaat Penelitian
Hasil penelitian diharapkan dapat memiliki manfaat sebagai berikut:
1. Bagi Peneliti
Menambah pengetahuan mengenai kontrol optimal dalam pengendalian
penyebaran koinfeksi TB-HIV/AIDS.
2. Bagi Program Studi Matematika
Menambah referensi serta arsip penelitian Program Studi Matematika di
bidang ilmu terapan khususnya kontrol optimal.
3. Bagi Pembaca
Menambah pengetahuan mengenai kontrol optimal dalam pengendalian
penyebaran penyakit.
1.5. Batasan Masalah
Adapun batasan masalah yang digunakan dalam skripsi ini, yaitu:
1. Model merupakan pengembangan dari penelitian Rayhan (2017).
2. Data yang digunakan berasal dari penelitian Bhunu, dkk. (2009), Rayhan
(2017), Fatmawati dan Tasman (2016) serta Tanvi dan Aggarwal (2020).
3. Penyelesaian numerik menggunakan metode Runge Kutta orde empat
forward backward sweep.
1.6. Sistematika Penulisan
Agar lebih tertata dan mudah dipahami, penulis menggunakan sistematika
penulisan yang terdiri dari lima bab, diantaranya:
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BAB I Pendahuluan
Bab ini berisi latar belakang, rumusan masalah, tujuan penelitian, manfaat
penelitian, batasan masalah dan sistematika penulisan.
BAB II Tinjauan Pustaka
Bab ini menjelaskan beberapa teori yang berhubungan dengan penelitian
diantaranya HIV/AIDS, Tuberkulosis (TB), Kontrol Optimal, Prinsip Minimum
Pontryagin, dan Runge Kutta Orde Empat.
BAB III Metode Penelitian
Bab ini menjelaskan langkah-langkah dalam penelitian yang meliputi Waktu
dan Tempat Penelitian, Sumber Data Penelitian dan Rancangan Penelitian.
BAB IV Hasil dan Pembahasan
Bab ini menjelaskan hasil yang diperoleh dari penelitian.
BAB V Penutup
Bab ini menjelaskan kesimpulan dari hasil yang diperoleh dan saran untuk
penelitian yang akan datang.
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BAB II
TINJAUAN PUSTAKA
2.1. Penyakit dan Pengobatan dalam Al-Quran dan Hadits
Islam mengajarkan bahwa sebagai seorang muslim diwajibkan untuk
berpedoman kepada Al-Quran dan Hadits Rasulullah. Segala hal tentang
kehidupan yang kecil maupun yang besar serta kebiasaan hidup sehari-hari
semuanya telah diatur dan dijabarkan di dalam Al-Quran dan Hadits Rasulullah.
Tidak terkecuali tentang penyakit seperti yang telah dituliskan dalam Hadits
Riwayat Al-Bukhari No. 5246 dan Muslim No. 4084 berikut:
Artinya:
Telah menceritakan kepada kami Harun bin Ma’ruf dan Abu Ath Thahir serta
Ahmad bin ’Isa mereka berkata; Telah menceritakan kepada kami Ibnu Wahb;
Telah mengabarkan kepadaku ’Amru yaitu Ibnu Al Harits dari Abdu Rabbih bin
Sa’id dari Abu Az Zubair dari Jabir dari Rasulullah shallallahu ’alaihi wasallam,
beliau bersabda: ” Setiap penyakit ada obatnya. Apabila ditemukan obat yang
tepat untuk suatu penyakit, maka akan sembuhlah penyakit itu dengan izin Allah
’azza wajalla.” (HR Muslim No. 4084) (hadits.id, 2020)
9
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Artinya:
Telah menceritakan kepada kami Muhammad bin Al Mutsanna telah menceritakan
kepada kami Abu Ahmad Az Zubairi telah menceritakan kepada kami ’Umar bin
Sa’id bin Abu Husain dia berkata; telah menceritakan kepadaku ’Atha bin Abu
Rabah dari Abu Hurairah radliallahu ’anhu dari Nabi shallallahu ’alaihi wasallam
beliau bersabda: ”Allah tidak akan menurunkan penyakit melainkan menurunkan
obatnya juga.” (HR Al-Bukhari No. 5246) (hadits.id, 2020)
Kedua hadits diatas menjelaskan bahwa setiap penyakit yang diturunkan
oleh Allah pasti diimbangi dengan diturunkannya penawar atau obat bagi penyakit
tersebut. Obat yang tepat dapat menyembuhkan penyakit tentunya atas izin Allah
’azza wajalla. Hadits diatas diperkuat dengan ayat Al-Quran yang terdapat dalam
Surah Al-Insyirah:5 berikut:
Artinya:
Karena sesungguhnya sesudah kesulitan itu ada kemudahan, (QS Al-Insyirah: 5)
(tafsirq.com, 2020)
Ayat diatas menjelaskan bahwa pada setiap kesulitan yang datang pasti
terdapat kemudahan dibaliknya. Sama halnya dengan melawan penyakit, dibalik
penyakit yang menyerang tubuh manusia pasti terdapat obat yang dapat
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menyembuhkannya. Proses dalam mendapatkan kesembuhan dari penyakit yang
dideritanya tentu tidaklah mudah. Dibutuhkan doa dan diiringi dengan usaha yang
sungguh-sungguh seperti yang telah dijelaskan dalam Al-Quran Surah Ar-Rad:11
berikut:
Artinya:
Bagi manusia ada malaikat-malaikat yang selalu mengikutinya bergiliran, di muka
dan di belakangnya, mereka menjaganya atas perintah Allah. Sesungguhnya Allah
tidak merubah keadaan sesuatu kaum sehingga mereka merubah keadaan yang
ada pada diri mereka sendiri. Dan apabila Allah menghendaki keburukan
terhadap sesuatu kaum, maka tak ada yang dapat menolaknya; dan sekali-kali tak
ada pelindung bagi mereka selain Dia. (QS Ar-Ra’d :11) (tafsirq.com, 2020)
Ayat diatas menjelaskan bahwa sesungguhnya perubahan keadaan dari
suatu kaum hanya bisa dilakukan oleh kaum itu sendiri. Sehingga jika seorang
hamba menginginkan kesembuhan dari suatu penyakit yang dideritanya maka
sesungguhnya hanya dia yang dapat menyembuhkannya dengan melakukan usaha
dan diiringi dengan doa. Usaha yang dapat dilakukan diantaranya dengan mencari
dan malakukan pengobatan yang tepat. Sehingga dibutuhkan pengetahuan dan cara
dalam menemukan pengobatan yang paling tepat. Oleh karena itu tidak sedikit
penelitian untuk menemukan obat atau cara yang paling tepat dalam
menyembuhkan suatu penyakit.
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2.2. HIV/AIDS
AIDS (Acquired Immune Deficiency Syndrome) merupakan sebuah
penyakit menular yang menekan fungsi sistem kekebalan tubuh manusia yang
disebabkan oleh virus HIV (Human Immunodeficiency Virus). HIV akan
menyerang sistem kekebalan tubuh manusia sehingga tubuh kehilangan
kemampuan untuk melawan infeksi atau dapat dikatakan tubuh akan kekurangan
sistem imun (Huo, dkk., 2016; Jenny, dkk., 2006; Sukokarlinda, 2012). AIDS
merupakan tahap akhir dari infeksi HIV (Rayhan, 2017). Apabila seorang individu
terkena HIV/AIDS maka sistem kekebalan tubuhnya akan menurun karena jumlah
sel CD4 (Cluster Differential Four) semakin menurun.
Sel CD4 merupakan salah satu jenis dari sel darah putih (limfosit) yang
menjadi bagian penting dari sistem kekebalan tubuh manusia (Sukokarlinda,
2012). Sel CD4 berperan sebagai pusat atau koordinator dari sistem imun yang
menjadi sasaran utama HIV. HIV akan merusak dengan menempel pada sel CD4
sebagai sel inang lalu masuk ke dalamnya dan menggandakan diri sehingga sistem
kekebalan tubuh akan menjadi tak terkendali (Ardhiyanti, dkk, 2015). Virus yang
baru terbentuk dari sel yang telah terinfeksi akan terus bereplikasi dengan
menyerang sel CD4 lainnya (Bell, dkk., 2011; Sukokarlinda, 2012). Ilustrasi
replikasi HIV ditunjukkan pada Gambar 2.1.
Tahapan replikasi HIV di dalam sel CD4, meliputi:(Ardhiyanti, dkk, 2015)
1. HIV menempelkan diri (fusi) ke sel CD4 yang merupakan sel inang.
2. RNA HIV, enzim reverse transcriptase dan integrase serta protein-protein
virus lainnya memasuki sel inang
3. DNA virus terbentuk dengan bantuan enzim reverse transcriptase
4. DNA virus bergerak ke nucleus (inti sel) sel inang dan dengan bantuan enzim
integrase berintegrasi dengan DNA sel inang
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5. Virus RNA baru digunakan sebagai genom (genetik informasi) RNA untuk
membuat protein virus
6. Virus RNA baru dan protein bergerak ke permukaan sel dan terbentuklah
virus muda yang baru
7. Virus HIV baru dimatangkan oleh enzim protease yang dilepas dari protein
HIV dan siap memasuki sel inang lainnya.
Gambar 2.1 Proses Replikasi HIV
Sumber: (Ardhiyanti, dkk, 2015)
Penyakit HIV/AIDS hingga saat ini masih belum bisa disembuhkan secara
total, sehingga menyebabkan individu yang telah terinfeksi HIV tetap memiliki
virus tersebut di dalam tubuhnya. Penyebaran virus HIV di dalam tubuh dapat
ditekan dengan melakukan Antiretroviral Therapy (ART) menggunakan
Antiretroviral (ARV). ARV dapat menekan penyebaran virus HIV dengan
menghambat proses replikasi virus HIV di dalam tubuh (Sukokarlinda, 2012).
Penularan infeksi HIV/AIDS dapat terjadi melalui hubungan seksual, pra-
ejakulasi, darah, cairan vagina dan air mani, selain itu juga dapat diturunkan ibu
kepada bayi yang dikandung dan disusuinya (Khan, dkk., 2019). HIV/AIDS tidak
menular melalui kontak dengan air ludah, air seni, keringat, feses, gigitan nyamuk,
berjabat tangan dan berpelukan (Gallant, 2010).
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Terdapat empat fase utama infeksi HIV, yaitu: (Ardhiyanti, dkk, 2015; Saha
dan Samanta, 2019)
1. Stadium pertama, tahap awal infeksi HIV. Infeksi dimulai dengan masuknya
HIV dan diikuti dengan terjadinya perubahan serologis ketika status virus
berubah dari negatif menjadi positif. Lama waktu dari masuknya virus
hingga tes antibodi terhadap HIV menjadi positif disebut window period
yang berkisar antara 1-6 bulan.
2. Stadium kedua, Asimptomatik (tanpa gejala). Asimptomatik berarti di dalam
tubuh manusia terdapat HIV namun tidak menunjukkan gejala. Keadaan ini
berlangsung sekitar 5-10 tahun dan cairan pada tubuhnya sudah dapat
menularkan HIV kepada individu lain.
3. Stadium ketiga, pembesaran kelenjar limfe. Terjadi pembesaran kelenjar
limfe yang menetap dan terjadi di beberapa tempat. Keadaan ini berlangsung
lebih dari satu bulan.
4. Stadium keempat, AIDS. Menunjukkan keadaan dimana sistem kekebalan
tubuh telah ditekan dan terjadi komplikasi seperti penyakit konstitusional,
penyakit syaraf dan penyakit infeksi sekunder.
2.3. Tuberculosis (TB)
Tuberculosis (TB) merupakan sebuah penyakit menular yang disebabkan
oleh bakteri Mycobacterium tuberculosis (Mtb) seperti yang ditunjukkan pada
Gambar 2.2. Bakteri Mtb atau biasa juga disebut tubercle bacilli dapat menyerang
beberapa bagian tubuh diantaranya otot, tulang, sendi dan paling sering menyerang
paru-paru (Irianti, dkk., 2016; Setiawan, 2012). Bakteri ini merupakan organisme
obligate aerobe yang berarti membutuhkan oksigen untuk tumbuh. Oleh sebab itu,
bakteri Mtb banyak ditemukan di paru-paru (Irianti, dkk., 2016).
     digilib.uinsby.ac.id  digilib.uinsby.ac.id  digilib.uinsby.ac.id  digilib.uinsby.ac.id  digilib.uinsby.ac.id  digilib.uinsby.ac.id  digilib.uinsby.ac.id   
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  
, scale=0.92, angle=0
15
Gambar 2.2 Mycobacterium tuberculosis (Mtb)
Sumber: (Velayati dan Parissa, 2016)
Penularan bakteri Mtb bukan melalui kontak permukaan melainkan melalui
udara sehingga ketika penderita penyakit TB akif batuk atau bersin, bakteri akan
terbawa keluar dari paru-paru menuju udara dalam bentuk gelembung cairan.
Bakteri Mtb berada di dalam gelembung cairan bernama droplet nuclei yang
mampu bertahan di udara selama beberapa jam dan tidak bisa dilihat oleh mata
telanjang karena diameter yang dimiliknya sebesar 1-5 µm (CDC, 2013; WHO,
2004). Seorang individu yang menghirup droplet nuclei tersebut dapat tertular
bakteri Mtb seperti yang diilustrasikan pada Gambar 2.3.
Gambar 2.3 Penularan bakteri Mtb
Sumber: (CDC, 2013)
Penyakit TB bermula dari Latent Tuberculosis Infection atau infeksi TB
laten dan berlanjut menjadi penyakit TB aktif, walaupun tidak semua individu
dengan TB laten akan menjadi TB aktif. Perkembangan TB laten menjadi TB aktif
dapat terjadi kapanpun, baik segera maupun beberapa tahun kemudian. Individu
dengan TB laten memiliki bakteri Mtb pada tubuh mereka, tetapi tidak dapat
ditularkan kepada individu lainnya. Mereka tidak merasakan sakit dan tidak
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menunjukkan gejala penyakit TB. TB laten dapat dideteksi dengan menggunakan
Tuberculin Skin Test (TST) atau Interferon Gamma Release Assay (IGRA).
Pengobatan pada TB laten memiliki peran penting dalam mengurangi risiko TB
laten berkembang menjadi TB aktif, sehingga harus dilakukan upaya yang tepat
untuk memastikan pengobatan TB laten telah benar-benar tuntas. Sedangkan
individu dengan penyakit TB aktif dapat menularkan bakteri Mtb kepada individu
lain (CDC, 2013, 2016; Michael dan Spear, 2010). Penyakit TB aktif diobati
dengan menggunakan beberapa obat dalam selang waktu 6 sampai 9 bulan secara
teratur. Jika pengobatan tidak dilakukan secara teratur terdapat kemungkinan
bakteri yang masih hidup di dalam tubuhnya akan menjadi resistan atau kebal
terhadap obat yang diberikan. Kondisi tersebut menyebabkan penyakit baru yang
disebut dengan TB resistan dimana penyakit ini lebih sulit ditangani dan
membutuhkan biaya pengobatan yang lebih banyak (CDC, 2016).
2.4. Model Koinfeksi TB-HIV/AIDS
Model penyebaran penyakit yang digunakan dalam penelitian ini
merupakan pengembangan dari penelitian Rayhan (2017) yang merupakan
pengembangan dari penelitian Bhunu, dkk. (2009). Bhunu, dkk dalam
penelitiannya menggunakan kontrol yang bernilai konstan (statis) sedangkan
Rayhan mengembangkan menjadi kontrol yang bernilai dinamis.
2.4.1. Model Awal
Rayhan (2017) menggunakan sepuluh kelas populasi diantaranya populasi
individu rentan (S), terekspos TB (ET ), terinfeksi TB (IT ), sembuh TB (RT ),
terinfeki HIV (IH), terinfeksi AIDS (IA), terekspos TB-HIV (ETH), terekspos
TB-AIDS (ETA), terinfeksi TB-HIV (ITH) dan terinfeksi TB-AIDS (ITA).
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Diasumsikan bahwa individu yang lahir masuk ke dalam populasi rentan
dengan laju Λ. Terdapat individu dari setiap kelas populasi meninggal karena
kematian alami dengan laju µ. Seorang individu rentan dapat tertular HIV karena
adanya kontak langsung dengan individu terinfeksi HIV dengan laju λH serta dapat
terinfeksi Mtb karena adanya kontak langsung dengan individu terinfeksi TB aktif
dengan laju λT yang masing-masing didefinisikan pada Persamaan (2.1) dan (2.2).
λH =
βH
N
[IH + ETH + ITH + ηA(IA + ηTH(θTHITA + ETA))] (2.1)
λT =
βT c(IT + ITH + ITA)
N
(2.2)
dimana:
N(t) = S(t) + ET (t) + IT (t) +RT (t) + IH(t) + IA(t) + ETH(t) + ETA(t)+
ITH(t) + ITA(t) (2.3)
Pada Persamaan (2.1), βH merupakan laju infeksi HIV, ηA ≥ 1
menggambarkan individu pada tahap AIDS lebih mudah menularkan HIV
dibanding dengan individu yang terinfeksi HIV tanpa menunjukkan gejala AIDS.
ηTH ≥ 1 merupakan parameter modifikasi yang menggambarkan penularan oleh
individu pada tahap terekspos TB-AIDS (ETA) lebih besar dibanding dengan
individu pada tahap AIDS (IA). Kemudian untuk θTH ≥ 1 menggambarkan bahwa
individu pada tahap terinfeksi TB-AIDS (ITA) lebih mudah menularkan HIV
dibanding dengan individu pada tahap terekspos TB-AIDS (ETA).
Pada Persamaan (2.2), βT merupakan laju individu terkena TB karena
kontak langsung dengan individu terinfeksi TB dan c menyatakan laju kontak
rata-rata. Individu rentan dapat terkena atau tertular Mtb dan masuk ke dalam kelas
populasi terekspos (laten) dengan laju λT dan berkembang menjadi TB aktif
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dengan laju k. Individu TB laten dapat melaju ke TB aktif karena adanya
re-infection atau infeksi kembali dengan laju ψ1λT dengan ψ1 ∈ (0, 1). Individu
TB laten dan TB aktif dapat terkena infeksi HIV masing-masing dengan laju λH
dan δλH dengan δ > 1 merupakan parameter modifikasi yang menggambarkan
individu TB aktif lebih mudah terkena HIV dibanding dengan individu TB laten.
Individu TB aktif meninggal karena penyakitnya dengan laju dT dan dapat sembuh
secara alami (tanpa pengobatan) dengan laju p.
Individu rentan dapat tertular HIV karena kontak langsung dengan individu
terinfeksi HIV dengan laju λH . HIV di dalam tubuhnya dapat berkembang menjadi
AIDS dengan laju ρ1. Individu terekspos TB-HIV dapat melajukan TB laten ke
tahap TB aktif dengan laju r1k dan dapat melajukan HIV ke tahap AIDS dengan laju
γ1ρ1, dengan r1 > 1 dan γ1 > 1 masing-masing merupakan parameter modifikasi.
Individu ITH meninggal karena penyakit TB dengan laju dT atau masuk ke tahap
AIDS dengan laju γ2ρ1, dengan parameter modifikasi γ2 > 1. Individu pada tahap
terekspos TB-AIDS dapat melajukan TB laten ke tahap TB aktif dengan laju r2k,
selain itu juga dapat melajukan TB laten ke TB aktif karena re-infection dengan laju
ψ3λT , dengan parameter modifikasi ψ3 > 1. Individu pada tahap AIDS meninggal
karena penyakitnya dengan laju dA.
Model dilengkapi dengan tiga pengobatan yaitu pengobatan untuk individu
TB laten, individu TB aktif dan individu AIDS. Individu TB laten diobati dengan
kemoprofilaksis dengan laju pengobatan u1, individu TB aktif diobati dengan
beberapa obat dengan laju pengobatan u2 dan individu AIDS diobati dengan ARV
dengan laju pengobatan u3. Berdasarkan penjelasan diatas, diagram kompartemen
model awal penyebaran koinfeksi penyakit TB-HIV/AIDS ditampilkan pada
Gambar 2.4 dengan τ1, τ2 dan α masing-masing merupakan u1, u2 dan u3.
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.
Gambar 2.4 Diagram kompartemen penyebaran koinfeksi penyakit TB-HIV/AIDS
Sumber: (Rayhan, 2017)
Persamaan diferensial dari model awal penyebaran penyakit koinfeksi
TB-HIV/AIDS berdasarkan Gambar 2.4 ditunjukkan pada Persamaan 2.4 dengan
keterangan variabel dan parameter ditunjukkan pada Tabel 2.1.
dS
dt
= Λ− λTS − λHS − µS,
dET
dt
= λTS + λTRT − ψ1λTET − λHET − (µ+ k + u1)ET ,
dIT
dt
= ψ1λTET + kET − (µ+ p+ u2 + dT )IT − δλHIT + qRT
dRT
dt
= u1ET + (p+ u2)IT − qRT − λTRT − λHRT − µRT ,
dIH
dt
= λHS + λHRT − (ρ1 + µ)IH − λT IH + u3IA + u1ETH + u2ITH ,
dIA
dt
= ρ1IH − σλT IA − (µ+ u3 + dA)IA + u2ITA + u1ETA,
dETH
dt
= λHET + λT IH − (γ1ρ1 + r1k + ψ2λT + u1 + µ)ETH + u3ETA,
dETA
dt
= γ1ρ1ETH + σλT IA − (r2k + ψ3λT + u3 + u1 + µ+ dA)ETA,
dITH
dt
= δλHIT + (r1k + ψ2λT )ETH − (µ+ dT + u2 + γ2ρ1)ITH + u3ITA,
dITA
dt
= γ2ρ1ITH + (r2k + ψ3λT )ETA − (µ+ dT + εdA + u3 + u2)ITA.
(2.4)
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dengan syarat awal yang diberikan:
S(0) = S0, ET (0) = ET0, IT (0) = IT0, RT (0) = RT0, IH(0) = IH0, IA(0) =
IA0, ETH(0) = ETH0 , ETA(0) = ETA0 , ITH(0) = ITH0 , ITA(0) = ITA0 , serta
S(tf ), ET (tf ), IT (tf ), RT (tf ), IH(tf ), IA(tf ), ETH(tf ), ETA(tf ), ITH(tf ), ITA(tf )
tidak ditentukan (bebas).
2.4.2. Model Modifikasi
Modifikasi model dalam penelitian ini dilakukan dengan mengembangkan
penelitian Rayhan (2017) berupa penambahan kelas populasi pengobatan HIV
(RH) sehingga populasi yang digunakan sebanyak 11 meliputi populasi rentan (S),
terekspos TB (ET ), terinfeksi TB (IT ), sembuh dari TB (RT ), terinfeksi HIV (IH),
terkena AIDS (IA), terekspos TB-HIV (ETH), terekspos TB-AIDS (ETA),
terinfeksi TB-HIV (ITH), terinfeksi TB-AIDS (ITA) dan pengobatan HIV (RH).
Diasumsikan bahwa individu yang lahir masuk ke dalam populasi rentan
dengan laju Λ. Individu rentan dapat tertular HIV karena kontak langsung dengan
individu terinfeksi HIV dengan laju λH sehingga masuk ke dalam populasi
terinfeksi HIV. Infeksi HIV di dalam tubuhnya dapat berkembang menjadi AIDS
dengan laju ρ1 sehingga masuk ke dalam populasi terkena AIDS. Individu
terinfeksi HIV dan AIDS dapat tertular TB karena kontak langsung dengan
individu TB aktif masing-masing dengan laju λT dan σλT sehingga masuk ke
dalam populasi terekspos TB-HIV dan terekspos TB-AIDS. Individu terekspos
TB-HIV dapat melajukan TB latennya ke tahap TB aktif secara alami dengan laju
r1k dan karena re-infection dengan laju ψ2λT sehingga masuk ke dalam populasi
terinfeksi TB-HIV. Selain itu, individu terekspos TB-HIV dapat melajukan infeksi
HIVnya menjadi AIDS dengan laju γ1ρ1 sehingga masuk ke dalam populasi
terekspos TB-AIDS. Individu terekspos TB-AIDS dapat melajukan TB latennya
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menjadi TB aktif secara alami dengan laju ψ3λT dan karena re-infection dengan
laju r2k sehingga masuk ke dalam populasi terinfeksi TB-AIDS. Individu
terinfeksi TB-HIV dapat melajukan infeksi HIVnya menjadi AIDS dengan laju
γ2ρ1 sehingga masuk ke dalam populasi terinfeksi TB-AIDS.
Individu rentan dapat tertular TB karena kontak langsung dengan individu
TB aktif dengan laju λT sehingga masuk ke dalam populasi terekspos TB. Individu
terekspos TB dapat melajukan TB latennya menjadi TB aktif secara alami dengan
laju k dan karena re-infection dengan laju ψ1λT sehingga masuk ke dalam populasi
terinfeksi TB. Individu terinfeksi TB dapat sembuh secara alami (tanpa
pengobatan) dengan laju p sehingga masuk ke dalam populasi sembuh dari TB.
Individu terekspos TB dan terinfeksi TB dapat tertular HIV karena kontak
langsung dengan individu terinfeksi HIV masing-masing dengan laju λH dan δλH
sehingga masuk ke dalam populasi terekspos TB-HIV dan terekspos TB-AIDS ,
dengan δ >1 merupakan parameter modifikasi yang menggambarkan individu TB
aktif lebih mudah terkena HIV dibanding dengan individu TB laten.
Setiap populasi mengalami kematian secara alami dengan laju µ. Individu
terinfeksi TB aktif dan terkena AIDS masing-masing dapat meninggal karena
penyakitnya dengan laju dT dan dA. Individu terinfeksi TB-AIDS dapat meninggal
karena penyakitnya dengan laju εdA. Model modifikasi dilengkapi dengan tiga
pengobatan yaitu pengobatan untuk individu TB laten dengan laju u1, individu TB
aktif dengan laju u2 dan individu HIV dengan laju u3. Individu dengan infeksi
HIV yang diberi pengobatan masuk ke dalam populasi pengobatan HIV.
Diagram kompartemen dari model modifikasi yang telah dibangun
ditampilkan pada Gambar 2.5 dengan keterangan varibel dan parameter
ditampilkan pada Tabel 2.1.
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.
Gambar 2.5 Diagram kompartemen modifikasi penyebaran koinfeksi penyakit TB-HIV/AIDS
Persamaan diferensial dari model penyebaran penyakit koinfeksi
TB-HIV/AIDS tanpa kontrol berdasarkan Gambar 2.5 ditunjukkan pada
Persamaan (2.6) dengan λT dan λH sesuai Persamaan (2.2) dan (2.1), dengan:
N(t) = S(t) + ET (t) + IT (t) +RT (t) + IH(t) + IA(t) + ETH(t) + ETA(t)+
ITH(t) + ITA(t) +RH(t) (2.5)
dS
dt
= Λ− (λT + λH + µ)S,
dET
dt
= λT (S +RT )− (ψ1λT + k + λH + µ)ET ,
dIT
dt
= (ψ1λT + k)ET + qRT − (δλH + p+ µ+ dT )IT ,
dRT
dt
= pIT − (q + λT + λH + µ)RT ,
dIH
dt
= λH(S +RT )− (λT + ρ1 + µ)IH ,
dIA
dt
= ρ1IH − (σλT + µ+ dA)IA,
dETH
dt
= λHET + λT IH − (ψ2λT + r1k + γ1ρ1 + µ)ETH ,
dETA
dt
= γ1ρ1ETH + σλT IA − (ψ3λT + r2k + µ+ dA)ETA,
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dITH
dt
= δλHIT + (ψ2λT + r1k)ETH − (γ2ρ1 + µ+ dT )ITH ,
dITA
dt
= γ2ρ1ITH + (ψ3λT + r2k)ETA − (µ+ dT + εdA)ITA ,
dRH
dt
= −µRH .
(2.6)
Persamaan diferensial model penyebaran penyakit koinfeksi TB-HIV/AIDS
dengan kontrol berdasarkan Gambar 2.5 ditunjukkan pada Persamaan (2.7).
dS
dt
= Λ− (λT + λH + µ)S,
dET
dt
= λT (S +RT )− (ψ1λT + k + λH + u1 + µ)ET ,
dIT
dt
= (ψ1λT + k)ET + qRT − (δλH + p+ u2 + µ+ dT )IT ,
dRT
dt
= u1ET + (p+ u2)IT − (q + λT + λH + µ)RT ,
dIH
dt
= λH(S +RT ) + u1ETH + u2ITH − (λT + ρ1 + u3 + µ)IH ,
dIA
dt
= ρ1IH + u1ETA + u2ITA − (σλT + µ+ dA)IA,
dETH
dt
= λHET + λT IH − (ψ2λT + r1k + γ1ρ1 + u1 + u3 + µ)ETH ,
dETA
dt
= γ1ρ1ETH + σλT IA − (ψ3λT + r2k + u1 + µ+ dA)ETA,
dITH
dt
= δλHIT + (ψ2λT + r1k)ETH − (γ2ρ1 + u2 + u3 + µ+ dT )ITH ,
dITA
dt
= γ2ρ1ITH + (ψ3λT + r2k)ETA − (u2 + µ+ dT + εdA)ITA,
dRH
dt
= u3(IH + ETH + ITH)− µRH .
(2.7)
dengan syarat awal yang diberikan:
S(0) = S0, ET (0) = ET0, IT (0) = IT0, RT (0) = RT0, IH(0) = IH0, IA(0) =
IA0, ETH(0) = ETH0 , ETA(0) = ETA0 , ITH(0) = ITH0 , ITA(0) = ITA0 , RH(0) =
RH0, serta
S(tf ), ET (tf ), IT (tf ), RT (tf ), IH(tf ), IA(tf ), ETH(tf ), ETA(tf ), ITH(tf ), ITA(tf ),
RH(tf ) tidak ditentukan (bebas).
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Tabel 2.1 Keterangan variabel dan parameter
Notasi Keterangan Satuan
S individu rentan individu
ET individu TB laten individu
IT individu TB aktif Individu
RT individu yang telah sembuh dari TB individu
IH individu terinfeksi HIV tanpa menunjukkan gejala AIDS individu
IA individu terinfeksi HIV dan menunjukkan gejala AIDS individu
ETH individu TB laten dan terinfeksi HIV individu
ETA individu TB laten dan tahap AIDS individu
ITH individu TB aktif dan terinfeksi HIV individu
ITA individu TB aktif dan tahap AIDS individu
RH individu dalam pengobatan HIV individu
N total populasi individu
u1 laju pengobatan individu TB laten per tahun
u2 laju pengobatan individu TB aktif per tahun
u3 laju pengobatan individu HIV (modifikasi) / AIDS (acuan) per tahun
Λ laju kelahiran alami per tahun
µ laju kematian alami per tahun
c laju kontak langsung per tahun
dT laju kematin karena TB per tahun
dA laju kematian karena AIDS per tahun
βT laju infeksi TB per tahun
βH laju infeksi HIV per tahun
k laju TB laten berkembang menjadi TB aktif secara alami per tahun
r1k laju TB laten berkembang menjadi TB aktif secara alami per tahun
pada individu terinfeksi HIV
r2k laju TB laten berkembang menjadi TB aktif secara alami per tahun
pada individu AIDS
p laju sembuh dari TB secara alami per tahun
q laju kambuhnya penyakit TB per tahun
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ρ1 laju infeksi HIV berkembang menjadi AIDS secara alami per tahun
γ1ρ1 laju infeksi HIV berkembang menjadi AIDS pada individu per tahun
TB laten yang juga terinfeksi HIV
γ2ρ1 laju infeksi HIV berkembang menjadi AIDS pada individu per tahun
TB aktif yang juga terinfeksi HIV
δ parameter modifikasi yang berkaitan dengan laju infeksi per tahun
HIV pada individu terinfeksi TB, δ > 1
ε parameter modifikasi yang berkaitan dengan laju kematian per tahun
individu yang terkena AIDS, ε > 1
σ parameter modifikasi yang berkaitan dengan laju infeksi per tahun
TB pada individu yang terkena AIDS, σ > 1
ηTH parameter modifikasi yang berkaitan dengan laju infeksi HIV per tahun
oleh individu yang terkena koinfeksi TB-AIDS, ηTH ≥ 1
ηA parameter modifikasi yang berkaitan dengan laju infeksi HIV per tahun
oleh individu yang terkena AIDS, ηA ≥ 1
θTH parameter modifikasi yang berkaitan dengan laju infeksi HIV per tahun
oleh individu TB aktif dan sakit AIDS, ηTH ≥ 1
ψ1 parameter modifikasi yang berkaitan dengan laju reinfection per tahun
pada individu TB laten, ψ1 ∈ (0, 1)
ψ2 parameter modifikasi yang berkaitan dengan laju reinfection per tahun
pada individu TB laten dan terinfeksi HIV, ψ2 > 0
ψ3 parameter modifikasi yang berkaitan dengan laju reinfection per tahun
pada individu TB aktif dan sakit AIDS, ψ2 > 0
2.5. Kontrol Optimal
Sekitar tahun 1950-an teori kontrol optimal berkembang secara pesat akibat
penemuan 2 metode penyelesaian masalah kontrol optimal yaitu dynamic
programming yang ditemukan oleh Richard Bellman (1957) dan maximum
principle yang ditemukan oleh Pontryagin (1962) (Syahril dan Garnadi, 2018).
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Secara umum masalah kontrol optimal sama halnya dengan masalah
optimasi. Optimasi merupakan sebuah proses untuk mendapatkan solusi terbaik
dalam sebuah permasalahan (Rose, 2015). Masalah kontrol optimal merupakan
memilih variabel kontrol di antara semua variabel kontrol u(t) yang admissible
atau diterima, yaitu kontrol yang membawa sistem dari state awal x(t0) menuju
state akhir x(tf ) sedemikian rupa sehingga memberikan nilai optimum bagi
fungsional objektif tertentu (Rayhan, 2017). Fungsional objektif (FO) atau fungsi
tujuan merupakan ukuran performance, sehingga disebut indeks performance
(Syahril dan Garnadi, 2018).
Berdasarkan tujuannya, FO dibagi menjadi dua yaitu FO maksimum dan
FO minimum. FO maksimum berarti membawa sistem dari state awal x(t0)
menuju state akhir x(tf ) yang memberikan nilai maksimum bagi fungsional
objektif. Contoh kasus dari FO maksimum yaitu memaksimalkan laba penjualan
dimana akan dicari keuntungan yang paling besar sehingga yang dihasilkan adalah
nilai maksimum dari FO. Sedangkan FO minimum berarti membawa sistem dari
state awal x(t0) menuju state akhir x(tf ) yang memberikan nilai minimum bagi
fungsional objektif. Contohnya seperti pengendalian penyebaran penyakit dimana
akan diminimumkan jumlah penderita dengan pengeluaran biaya pengobatan
bernilai kecil sehingga yang dihasilkan adalah nilai minimum dari FO.
Sistem berada dalam sebuah state (kondisi atau keadaan) tertentu yang
diungkapkan dalam variabel state seperti yang ditunjukkan pada Persamaan (2.8).
x(t) = (x1(t), x2(t), . . . , xn(t)) (2.8)
Atau dalam bentuk vektor x(t) ∈ Rn yang berarti ketika t berbeda, vektor x(t) juga
menghasilkan nilai yang berbeda sehingga menempati posisi yang berbeda di ruang
Rn. Sehingga dengan kata lain sistem akan bergerak di sepanjang kurva x(t) di Rn.
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Sistem dinamik dapat dinyatakan secara matematik oleh sistem persamaan
diferensial orde satu seperti Persamaan (2.9) (Rayhan, 2017).
x˙(t) = g(x(t), u(t), t) (2.9)
dimana
x(t) : variabel state u(t) : variabel kontrol
Variabel kontrol u(t) merupakan suatu variabel yang mempengaruhi suatu
state dengan u(t) ∈ U untuk semua t ∈ [0, tf ] (Hidayah, 2016). Untuk
mendapatkan solusi yang diinginkan, maka dibutuhkan kriteria bagi solusi. Hal
tersebut berarti setiap x dan u dihubungkan untuk mendapatkan rumusan
fungsional objektif (Rayhan, 2017). Fungsional objektif J pada sistem kontrol
optimal secara umum diformulasikan seperti Persamaan (2.10).
J = S(x(tf ), tf ) +
∫ tf
t0
f(x(t), u(t), t)dt (2.10)
Persamaan (2.10) merupakan FO bentuk Bolza yang terdiri dari terminal
cost function (fungsi biaya akhir) S(x(tf ), tf ) dan biaya integral. FO yang hanya
berisi terminal cost function saja disebut bentuk Mayer dan FO yang hanya berisi
biaya integral saja disebut bentuk Lagrange seperti Persamaan (2.11) (Naidu, 2002).
J =
∫ tf
t0
f(x(t), u(t), t)dt (2.11)
2.6. Prinsip Minimum Pontryagin
Prinsip Minimum Pontryagin (PMP) ditemukan oleh L.S.Pontryagin pada
tahun 1962. PMP merupakan suatu alternatif untuk mendapatkan penyelesaian
kontrol yang sesuai untuk mendapatkan kontrol yang terbaik pada sistem dinamik
dari state awal hingga state akhir yaitu dengan meminimumkan fungsional objektif
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sebagai fungsi tujuan seperti Persamaan (2.11) dengan kontrol u(t) yang terbatas
pada u(t) ∈ U . PMP menyatakan keadaan yang diperlukan agar didapatkan solusi
yang optimal dengan kontrol u yang dapat meminimumkan fungsi Hamiltonian H
pada saat t, seperti yang didefinisikan pada Persamaan (2.12) (Chiang, 2005).
H = f(x, u, t) +
∑
n
i=1mi(t)gi(x, u, t)
= f(x, u, t) + (m1(t)g1(x, u, t) + ...+mn(t)gn(x, u, t))
= f(x, u, t) +

[
m1 ... mn
]
g1(x, u, t)
...
gn(x, u, t)


= f(x, u, t) +m′(t)g(x, u, t)
(2.12)
dimana:
H: fungsi Hamilton f : fungsi tujuan
g : persamaan state m: persamaan co-state
Langkah-langkah untuk menyelesaikan masalah kontrol optimal dengan
mendefinisikan notasi vektor kontrol −→u (t) = (u1(t), u2(t), ..., un(t)) dan vektor
state −→x (t) = (x1(t), x2(t), ..., xn(t)) pada interval waktu [t0, tf ] dengan
menggunakan fungsional objektif (2.11), yaitu: (Chiang, 2005; Naidu, 2002)
1. Membentuk fungsi Hamiltonian H
H(x(t), u(t),m(t), t) = f(x(t), u(t), t) +m′(t)g(x(t), u(t), t)
2. Meminimumkan H terhadap semua variabel kontrol
Minimumkan H(x(t), u(t),m(t), t) terhadap semua variabel kontrol u(t)
dengan cara:
∂H
∂u
= 0 (2.13)
sehingga diperoleh u∗(t) = h(x∗(t),m∗(t), t)
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3. Dapatkan fungsi Hamiltonian yang optimal H∗
Mensubtitusikan u∗(t) yang diperoleh dari Langkah 2 ke dalam langkah 1
sehingga didapatkan Hamiltonian yang optimal H∗:
H∗(x∗(t), h(x∗(t),m∗(t), t),m∗(t), t) = H∗(x∗(t),m∗(t), t)
4. Selesaikan persamaan state dan co-state
Formulasi dari persamaan state dan co-state berturut turut ditunjukkan pada
Persamaan (2.14) dan Persamaan (2.15).
x˙∗(t) =
∂H∗
∂m
(2.14)
m˙∗(t) = −∂H
∗
∂x
(2.15)
Kondisi batas diberikan oleh kondisi awal dan kondisi akhir (transversal).
Kondisi batas secara umum ditunjukkan pada Persamaan (2.16).
(
H∗ +
∂S
∂t
)
tf
δtf +
[(
∂S
∂x
)
−m∗
]′
tf
δxf = 0 (2.16)
Jika masalah kondisi akhir tidak diberikan maka kondisi transversal yang
digunakan adalah m(tf ) = 0.
5. Dapatkan kontrol optimal
Substitusikan hasil dari Langkah 4 ke dalam ekspresi u∗ pada Langkah 2
untuk memperoleh kontrol optimal.
Dalam menentukan kondisi transversal yang sesuai, terdapat beberapa
macam kondisi batas, diantaranya: (Naidu, 2002)
1. Fixed-final time and fixed-final state system
Yaitu waktu akhir dan state saat waktu akhir telah diketahui atau ditentukan.
     digilib.uinsby.ac.id  digilib.uinsby.ac.id  digilib.uinsby.ac.id  digilib.uinsby.ac.id  digilib.uinsby.ac.id  digilib.uinsby.ac.id  digilib.uinsby.ac.id   
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  
, scale=0.92, angle=0
30
x(t0) = x0, x(tf ) = xf
2. Free-final time and fixed-final state system
Yaitu waktu akhir belum diketahui atau tidak ditentukan dan state saat waktu
akhir telah diketahui atau ditentukan.
x(t0) = x0, x(tf ) = xf ,
(
H∗ +
∂S
∂t
)
tf
= 0
3. Fixed-final time and free final state system
Yaitu waktu akhir telah diketahui atau ditentukan sedangkan state akhir belum
diketahui atau tidak ditentukan.
x(t0) = x0, m
∗(tf ) =
(
∂S
∂x
)
∗tf
4. Free-final time and dependent free-final state system
Yaitu waktu akhir belum diketahui atau tidak ditentukan dan state saat akhir
belum diketahui atau tidak ditentukan serta nilainya bergantung pada sesuatu.
x(t0) = x0, x(tf ) = θf((
H∗ +
∂S
∂t
)
∗
+
[(
∂S
∂x
)
∗
−m∗(t)
]′
∗
θ˙(t)
)
tf
= 0
5. Free-final time and independent free-final state system
Yaitu waktu akhir belum diketahui atau tidak ditentukan dan state akhir belum
diketahui atau tidak ditentukan dan nilainya bergantung pada sesuatu.
δx(t0) = x0(
H∗ +
∂S
∂t
)
∗tf
= 0((
∂S
∂x
)
∗
−m∗(t)
)
tf
= 0
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2.7. Runge Kutta Orde Empat
Metode Runga Kutta merupakan sebuah metode numerik yang digunakan
untuk menyelesaikan persamaan differensial (Setiawan, 2012). Metode ini
merupakan pengembangan dari metode Euler, dimana perhitungan dalam
penyelesaiannya dilakukan langkah demi langkah (Ayuni, 2017).
Jenis metode Runge Kutta orde empat yang digunakan adalah metode
forward backward sweep. Jika diberikan sebuah state dan co-state seperti
Persamaan (2.17).
dx(t)
dt
= g(t, x(t), u(t)), x(t0) = a
dm(t)
dt
= p(t,m(t), u(t)), m(tf ) = b
t0 ≤ t ≤ tf
(2.17)
Persamaan umum metode Runge Kutta orde empat forward sweep untuk
mendeskripsikan persamaan state (2.17) diberikan pada Persamaan (2.18) dan
Persamaan (2.19) (Hardiyanti, 2016).
xn+1(t) = xn(t) +
h
6
(k1,x + 2k2,x + 2k3,x + k4,x) (2.18)
dimana,
k1,x = g(tn, xn, un)
k2,x = g(tn +
h
2
, xn +
h
2
k1,x,
1
2
(un + un+1)
k3,x = g(tn +
h
2
, xn +
h
2
k2,x,
1
2
(un + un+1)
k4,x = g(tn + h, xn + hk3,x, un+1)
(2.19)
     digilib.uinsby.ac.id  digilib.uinsby.ac.id  digilib.uinsby.ac.id  digilib.uinsby.ac.id  digilib.uinsby.ac.id  digilib.uinsby.ac.id  digilib.uinsby.ac.id   
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  
, scale=0.92, angle=0
32
Sedangkan persamaan umum metode Runge Kutta orde empat backward
sweep untuk mendeskripsikan persamaan co-state (2.17) diberikan pada Persamaan
(2.20) dan Persamaan (2.21).
mn−1(t) = mn(t)− h
6
(k1,m + 2k2,m + 2k3,m + k4,m) (2.20)
dimana,
k1,m = p(tn,mn, xn, un)
k2,m = p(tn − h
2
,mn − h
2
k1,m,
1
2
(xn + xn−1),
1
2
(un + un−1)
k3,m = p(tn − h
2
,mn − h
2
k2,m,
1
2
(xn + xn−1),
1
2
(un + un−1)
k4,m = p(tn − h,mn − hk3,m, xn−1, un−1)
(2.21)
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BAB III
METODE PENELITIAN
3.1. Waktu dan Tempat Penelitian
Penelitian ini dilakukan pada semester genap tahun ajaran 2019/2020 di
Program Studi Matematika Fakultas Sains dan Teknologi Universitas Islam Negeri
Sunan Ampel Surabaya.
3.2. Sumber Data Penelitian
Penelitian ini menggunakan data yang bersumber dari penelitian Bhunu,
dkk. (2009), Rayhan (2017), Fatmawati dan Tasman (2016) serta Tanvi dan
Aggarwal (2020). Data yang digunakan meliputi data parameter dan data variabel
berupa nilai awal jumlah populasi seperti yang disajikan pada Tabel 4.1.
3.3. Rancangan Penelitian
Adapun langkah-langkah dalam penelitian ini, yaitu:
1. Modifikasi Model
Model penyebaran penyakit koinfeksi TB-HIV/AIDS yang digunakan pada
penelitian ini merupakan pengembangan model dari penelitian Syadza
(Rayhan, 2017). Modifikasi model berupa penambahan kelas populasi
pengobatan HIV (RH).
2. Penyelesaian masalah kontrol optimal
Adapun langkah-langkah untuk menyelesaikan masalah kontrol optimal
dengan menggunakan Prinsip Minimum Pontryagin, yaitu:
33
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(a) Menentukan fungsional objektif (indeks performa)
(b) Membentuk fungsi Hamiltonian
(c) Menentukan persamaan u∗ sebagai kontrol yang optimal
(d) Mendapatkan state dan co-sate dengan kondisi awal dan kondisi
transversal.
(e) Mendapatkan kontrol optimal.
3. Penyelesaian solusi numerik
Penyelesaian numerik dalam penelitian ini yaitu menggunakan metode Runge
Kutta orde 4 forward backward sweep.
4. Simulasi dan analisis hasil simulasi
(a) Skenario
Dalam pemilihan tindakan atau strategi mana yang paling tepat dalam
meminimumkan jumlah populasi koinfeksi TB-HIV/AIDS maka
diperlukan beberapa percobaan tindakan. Pada penelitian ini terdapat
tiga buah variabel kontrol maka akan dicoba strategi dengan dua jenis
penggunaan yaitu per satuan kontrol dan kombinasi dari beberapa
kontrol, sehingga diperoleh tujuh buah skenario percobaan seperti yang
ditunjukkan pada Tabel 3.1.
Tabel 3.1 Tabel skenario
Skenario
Kontrol
Keterangan
u1 u2 u3
1
√
- - Pengobatan individu TB laten
2 -
√
- Pengobatan individu TB aktif
3 - -
√
Pengobatan individu HIV
4
√ √
- Pengobatan individu TB laten dan TB aktif
5
√
-
√
Pengobatan individu TB laten dan HIV
6 -
√ √
Pengobatan individu TB aktif dan HIV
7
√ √ √
Pengobatan individu TB laten, TB aktif dan HIV
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(b) Simulasi
Pemrograman dan simulasi dalam penelitian ini menggunakan bantuan
software MATLAB R2015b. Adapun langkah-langkah pemrograman
meliputi: (Puspitasari, 2017; Tanvi dan Aggarwal, 2020; Rose, 2015)
i. Membagi interval sebanyak n subinterval, sehingga state dan
co-state didefinisikan menjadi sebuah vektor state
−→x = (x1, x2, ..., xn+1) dan co-state −→m = (m1,m2, ...,mn+1).
ii. Menginisialisasi nilai untuk variabel kontrol sebanyak interval t
atau n+1 titik.
iii. Menggunakan nilai awal untuk x(t0) = a dan nilai u untuk
menyelesaikan state dengan Runge Kutta orde 4 forward sweep.
iv. Menggunakan nilai akhir untuk m(tf ) = b dan nilai x dan u hasil
dari forward sweep pada langkah iii untuk menyelesaikan co-state
dengan Runge Kutta orde 4 backward sweep.
v. Memperbarui nilai u dengan mensubtitusikan nilai x danm baru ke
dalam karakterisasi kontrol optimal.
vi. Melakukan cek konvergensi menggunakan Persamaan (3.2),
|u− old u|
|u| ≤ δc
|u− old u| ≤ δc |u|
δc |u| − |u− old u| ≥ 0
(3.1)
dengan |u− old u| = ∣∣∑ n+1i=1 |u− old u|∣∣
maka Persamaan (3.1) menjadi,
δc |u| −
∣∣∣∣∑ n+1i=1 |u− old u|∣∣∣∣ ≥ 0 (3.2)
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Dimana u merupakan nilai u yang baru, sedangkan old u
merupakan nilai u yang lama dan δc merupakan konstanta bernilai
real positif (δc > 0). Jika nilai dari setiap uji konvergensi dalam
iterasi terakhir bernilai positif maka iterasi berhenti dengan nilai
optimal adalah nilai pada iterasi terakhir tersebut. Namun jika
tidak, maka kembali ke langkah iii.
(c) Analisis hasil simulasi
Hasil yang diperoleh dalam langkah pemrograman dan simulasi diatas
selanjutnya dilakukan analisis untuk mengetahui variabel kontrol
dengan skenario mana yang dapat mengoptimalkan sistem sesuai
dengan fungsi tujuan yang telah dibuat di awal.
Untuk menyederhanakan pemahaman mengenai langkah-langkah diatas,
dapat dilihat pada diagram alur seperti yang ditunjukkan pada Gambar 3.1.
Gambar 3.1 Diagram Alur
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BAB IV
HASIL DAN PEMBAHASAN
4.1. Masalah Kontrol Optimal
Pengendalian penyebaran koinfeksi TB-HIV/AIDS dilakukan dengan
mengendalikan penyebaran populasi terekspos TB-HIV/AIDS maupun terinfeksi
TB-HIV/AIDS. Berdasarkan hal tersebut tujuan yang akan dibentuk yaitu
meminimumkan jumlah populasi terekspos TB-HIV/AIDS dan terinfeksi
TB-HIV/AIDS dengan biaya pengobatan yang minimum. Adapun fungsi tujuan
atau fungsi objektif yang akan digunakan dalam Prinsip Minimum Pontryagin
ditunjukkan pada Persamaan (4.1).
Jmin =
∫ T
0
(A1ETH + A2ETA + A3ITH + A4ITA
+ C1u
2
1 + C2u
2
2 + C3u
2
3) dt (4.1)
dimana ETH , ETA, ITH , dan ITA masing-masing merupakan populasi terekspos
TB-HIV, terekspos TB-AIDS, terinfeksi TB-HIV serta terinfeksi TB-AIDS yang
jumlahnya akan diminimumkan dengan A1, A2, A3, dan A4 adalah koefisien dari
masing-masing populasi. Variabel u1, u2, dan u3 masing-masing merupakan laju
pada kontrol dengan C1, C2 dan C3 merupakan bobot pada masing-masing kontrol
yang dalam hal ini merupakan biaya pengobatan. Diasumsikan fungsi biaya
berbentuk kuadrat sehingga pada waktu tertentu laju dari kontrol u1, u2 dan u3
dapat meminimumkan total biaya sekaligus jumlah populasi terkait.
37
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Berdasarkan fungsi tujuan (4.1) dan fungsi kendala (state) yang diberikan
pada Persamaan (2.7), diperoleh fungsi Hamiltonian dari permasalahan ini yaitu:
H = A1ETH + A2ETA + A3ITH + A4ITA + C1u
2
1 + C2u
2
2 + C3u
2
3 +
m1 [ Λ− (λT + λH + µ)S ] + m2 [ λT (S +RT ) − (ψ1λT + k + λH +
u1 + µ)ET ] + m3 [ (ψ1λT + k)ET + qRT − (δλH + p+ u2 + µ+ dT )
IT ] + m4 [ u1ET + (p+ u2)IT − (q + λT + λH + µ)RT ] +m5 [λH
(S +RT ) + u1ETH + u2ITH − (λT + ρ1 + u3 + µ)IH ] + m6[ ρ1IH+
u1ETA + u2ITA − (σλT + µ+ dA)IA ] +m7 [ λHET + λT IH − (ψ2λT+
r1k + γ1ρ1 + u1 + u3 + µ)ETH ] + m8 [ γ1ρ1ETH + σλT IA − (ψ3λT +
r2k + u1 + µ+ dA)ETA] + m9 [δλHIT + (ψ2λT + r1k)ETH − (γ2ρ1 +
u2 + u3 + µ+ dT )ITH ] + m10 [γ2ρ1ITH + (ψ3λT + r2k)ETA − (u2 +
µ+ dT + εdA)ITA ] + m11 [ u3(IH + ETH + ITH)− µRH ]
(4.2)
Dengan fungsi Hamiltonian yang telah diperoleh pada Persamaan (4.2),
selanjutnya dicari persamaan kontrol yang optimal u∗ pada ketiga variabel kontrol
menggunakan rumus Persamaan (2.13) dan diperoleh Persamaan (4.3).
∂H
∂u1
=2c1u1 −m2ET +m4ET +m5ETH +m6ETA −m7ETH −m8ETA = 0
∂H
∂u2
=2c2u2 −m3IT +m4IT +m5ITH +m6ITA −m9ITH −m10ITA = 0
∂H
∂u3
=2c3u3 −m5IH −m7ETH −m9ITH +m11IH +m11ETH +m11ITH = 0
(4.3)
Sehingga diperoleh persamaan untuk variabel kontrol yang optimal u1∗, u2∗,
dan u3∗ berturut-turut seperti Persamaan (4.4).
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. u∗1 =
(m2 −m4)ET + (m7 −m5)ETH + (m8 −m6)ETA
2c1
u∗2 =
(m3 −m4)IT + (m9 −m5)ITH + (m10 −m6)ITA
2c2
u∗3 =
(m5 −m11)IH + (m7 −m11)ETH + (m9 −m11)ITH
2c3
(4.4)
Batasan yang digunakan untuk variabel kontrol yaitu skala 0 (0%) hingga 1
(100%) seperti yang ditunjukkan pada Persamaan (4.5), (4.7), dan (4.9).
1. Untuk variabel kontrol u1, diperoleh
u1
∗ =

0 ;u1 ≤ 0,
au1 ; 0 < au1 < 1,
1 ;u1 ≥ 1,
(4.5)
dengan,
au1 =
(m2 −m4)ET + (m7 −m5)ETH + (m8 −m6)ETA
2c1
Persamaan (4.5) dapat ditulis secara sederhana seperti Persamaan (4.6).
u1
∗ = min(1,max(au1, 0)) (4.6)
2. Untuk variabel kontrol u2, diperoleh
u2
∗ =

0 ;u2 ≤ 0,
au2 ; 0 < au2 < 1,
1 ;u2 ≥ 1,
(4.7)
dengan,
au2 =
(m3 −m4)IT + (m9 −m5)ITH + (m10 −m6)ITA
2c2
Persamaan (4.7) dapat ditulis secara sederhana seperti Persamaan (4.8).
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u2
∗ = min(1,max(au2, 0)) (4.8)
3. Untuk variabel kontrol u3, diperoleh
u3
∗ =

0 ;u3 ≤ 0,
au3 ; 0 < au3 < 1,
1 ;u3 ≥ 1,
(4.9)
dengan,
au3 =
(m5 −m11)IH + (m7 −m11)ETH + (m9 −m11)ITH
2c3
Persamaan (4.9) dapat ditulis secara sederhana seperti Persamaan (4.10).
u3
∗ = min(1,max(au3, 0)) (4.10)
Setelah diperoleh persamaan variabel kontrol yang optimal u1∗, u2∗ dan
u3
∗, langkah selanjutnya dicari persamaan co-state dengan menggunakan rumus
Persamaan (2.15) sehingga diperoleh Persamaan (4.11) sebagai persamaan
co-state. Penurunan persamaan co-state dituliskan pada Lampiran A.
m˙1 =
[
(m1 −m2)λT + (m1 −m5)λH
](
1− S
N
)
+
λT
N
[
(m2 −m4)RT + (m3 −m2)
ψ1ET + (m7 −m5)IH + (m8 −m6)σIA + (m9 −m7)ψ2ETH + (m10 −m8)
ψ3ETA
]
+
λH
N
[
(m7 −m2)ET + (m9 −m3)δIT + (m5 −m4)RT
]
+ m1µ
m˙2 =
[
(m2 −m3)ψ1λT + (m2 −m7)λH
](
1− ET
N
)
+
λT
N
[
(m2 −m1)S + (m2 −m4)
RT + (m7 −m5)IH + (m8 −m6)σIA + (m9 −m7)ψ2ETH + (m10 −m8)ψ3ETA
]
+
λH
N
[
(m5 −m1)S + (m9 −m3)δIT + (m5 −m4)RT
]
+ (m2 −m4)u1 +
(m2 −m3)k + m2µ
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m˙3 =
(
βT c− λT
N
)[
(m1 −m2)S + (m4 −m2)RT + (m2 −m3)ψ1ET + (m5 −m7)IH
+ (m6 −m8)σIA + (m8 −m10)ψ3ETA + (m7 −m9)ψ2ETH
]
+ (m3 −m9)δλH(
1− IT
N
)
+
λH
N
[
(m5 −m1)S + (m7 −m2)ET + (m5 −m4)RT
]
+m3(µ+ dT )
+ (m3 −m4)(p+ u2)
m˙4 =
[
(m4 −m2)λT + (m4 −m5)λH
](
1− RT
N
)
+
λT
N
[
(m2 −m1)S + (m3 −m2)
ψ1ET + (m7 −m5)IH + (m9 −m7)ψ2ETH + (m8 −m6)σIA + (m10 −m8)
ψ3ETA
]
+
λH
N
[
(m5 −m1)S + (m9 −m3)δIT + (m7 −m2)ET
]
− m3q
+ m4(q + µ)
m˙5 =(m5 −m7) λT
(
1− IH
N
)
+
(
βH − λH
N
) [
(m1 −m5)S + (m2 −m7)ET +
(m3 −m9)δIT + (m4 −m5)RT
]
+
λT
N
[
(m2 −m1)S + (m2 −m4)RT +
(m3 −m2)ψ1ET + (m9 −m7)ψ2ETH + (m10 −m8)ψ3ETA + (m8 −m6)
σIA
]
+ (m5 −m11)u3 + (m5 −m6)ρ1 + m5µ
m˙6 =(m6 −m8) σλT
(
1− IA
N
)
+
(
βHηA − λH
N
)[
(m1 −m5)S + (m2 −m7) ET
+ (m3 −m9)δIT + (m4 −m5)RT
]
+
λT
N
[
(m2 −m1)S + (m2 −m4)RT +
(m3 −m2)ψET + (m7 −m5)IH + (m9 −m7)ψ2ETH + (m10 −m8)ψ3ETA
]
+m6(µ+ dA)
m˙7 =− A1 + (m7 −m9) ψ2 λT
(
1− ETH
N
)
+
(
βH − λH
N
) [
(m1 −m5) S +
(m2 −m7) ET + (m3 −m9) δIT + (m4 −m5) RT
]
+
λT
N
[
(m2 −m1) S +
(m2 −m4) RT + (m3 −m2) ψ1ET + (m7 −m5) IH + (m8 −m6) σIA +
(m10 −m8) ψ3ETA
]
+ (m7 −m5) u1 + (m7 −m11) u3 + (m7 −m8) γ1ρ1
+ (m7 −m9)r1k + m7µ
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m˙8 =− A2 + (m8 −m10) ψ3λT
(
1− ETA
N
)
+
(
βHηAηTH − λH
N
)[
(m1 −m5) S
+ (m2 −m7)ET + (m3 −m9) δIT + (m4 −m5) RT
]
+
λT
N
[
(m2 −m1) S
+ (m2 −m4) RT + (m3 −m2) ψ1ET + (m7 −m5) IH + (m8 −m6) σIA +
(m9 −m7) ψ2ETH
]
+ (m8 −m6)u1 + (m8 −m10)r2k + m8(dA + µ)
m˙9 =− A3 +
(
βT c− λT
N
) [
(m1 −m2)S + (m4 −m2)RT + (m2 −m3)ψ1ET +
(m5 −m7)IH + (m6 −m8)σIA + (m7 −m9)ψ2ETH + (m8 −m10)ψ3ETA
]
+(
βH − λH
N
)[
(m1 −m5)S + (m2 −m7)ET + (m3 −m9)δIT + (m4 −m5)RT
]
+ (m9 −m5)u2 + (m9 −m11)u3 + (m9 −m10)γ2ρ1 +m9(dT + µ)
m˙10 =− A4 +
(
βT c− λT
N
)[
(m1 −m2)S + (m2 −m3)ψ1ET + (m4 −m2)RT +
(m5 −m7)IH + (m6 −m8)σIA + (m7 −m9)ψ2ETH + (m8 −m10)ψ3ETA
]
+
(
βHηAηTHθ − λH
N
)[
(m1 −m5)S + (m2 −m7)ET + (m3 −m9)δIT +
(m4 −m5)RT
]
+ (m10 −m6)u2 + m10(µ+ dT + εdA)
m˙11 =
λT
N
[
(m2 −m1)S + (m2 −m4)RT + (m3 −m2) ψ1ET + (m7 −m5)IH +
(m8 −m6)σIA + (m9 −m7)ψ2ETH + (m10 −m8)ψ3ETA
]
+
λH
N
[
(m5 −m1)
S + (m7 −m2)ET + (m9 −m3)δIT + (m5 −m4)RT
]
+m11µ
(4.11)
4.2. Penyelesaian Numerik
Penyelesaian numerik pada penelitian ini menggunakan metode Runge
Kutta Orde 4 forward backward sweep. Untuk persamaan state diselesaikan
menggunakan Runge Kutta orde 4 forward sweep sedangkan untuk persamaan
co-state menggunakan Runge Kutta orde 4 backward sweep.
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Nilai semua parameter dan variabel yang berupa nilai awal setiap populasi
yang digunakan dalam penelitian ini disajikan pada Tabel 4.1. Adapun nilai dari
koefisien A1 = A2 = A3 = A4 = 1 dan C1, C2 serta C3 masing-masing bernilai 50,
80 dan 100.
Tabel 4.1 Nilai awal variabel dan parameter
Variabel Nilai Parameter Nilai Parameter Nilai
S0 9080 Λ 0.029 ρ1 0.1
ET0 2080 µ 0.02 γ1ρ1 0.102
IT0 3540 c 3 γ2ρ1 0.25
RT0 0 dT 0.1 δ 1.03
IH0 1500 dA 0.333 ε 1.2
IA0 420 βT 0.35 σ 1.2
ETH0 1095 βH 0.15 ηTH 1.05
ETA0 325 k 0.000113 ηA 1.02
ITH0 137 r1k 0.00017 θTH 1.1
ITA0 29 r2k 0.0002 ψ1 0.71
RH0 10 p 0.2 ψ2 1.07
q 0.0001 ψ3 1.101
Diskritisasi secara umum untuk mendapatkan penyelesaian numerik dari
persamaan state dan co-state dengan menggunakan Runge Kutta orde 4 dituliskan
pada lampiran B.
4.2.1. Skenario 1
Variabel kontrol yang digunakan pada skenario 1 adalah u1 yaitu
pengobatan untuk individu terekspos TB. Hasil simulasi yang diperoleh dari
skenario 1 ditampilkan pada Gambar 4.1 dan 4.2. Gambar 4.1 (a) menunjukkan
grafik tanpa kontrol dan dengan kontrol untuk populasi terekspos TB (ET ). Hasil
yang diperoleh yaitu jumlah populasi terekspos TB ketika tidak diberi pengobatan
terus meningkat sedangkan ketika diberi pengobatan jumlah populasi terekspos TB
mengalami penurunan. Hal tersebut menunjukkan bahwa dengan pengobatan
berupa penggunaan kontrol u1 dapat menurunkan populasi terekspos TB.
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(a) (b)
(c) (d)
(e) (f)
(g) (h)
Gambar 4.1 Populasi individu (a) terekspos TB, (b) terinfeksi TB, (c) sembuh dari TB, (d)
terinfeksi HIV, (e) terkena AIDS, (f) terekspos TB-HIV, (g) terekspos TB-AIDS, (h) terinfeksi
TB-HIV pada Skenario 1
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(i) (j)
Gambar 4.2 Populasi individu (a) terinfeksi TB-AIDS, (b) pengobatan HIV pada Skenario 1
Pemberian kontrol u1 menyebabkan populasi terekspos TB menjadi
sembuh sehingga mengakibatkan jumlah populasi sembuh dari TB (RT )
mengalami peningkatan seperti yang ditunjukkan pada Gambar 4.1 (c) dimana
grafik dengan kontrol lebih meningkat dibanding dengan grafik tanpa kontrol.
Jumlah populasi terekspos TB yang semakin menurun menyebabkan semakin
menurunnya pula jumlah populasi terinfeksi TB aktif karena berkurangnya
individu terekspos TB yang melanjutkan TB eksposnya menjadi tahap TB aktif.
Hal tersebut sesuai dengan Gambar 4.1 (b) dimana grafik dengan kontrol lebih
menurun dibanding dengan grafik tanpa kontrol.
Jumlah populasi terekspos TB-HIV (ETH) dan terekspos TB-AIDS (ETA)
pada skenario 1 masing-masing mengalami penurunan seperti yang ditunjukkan
pada Gambar 4.1 (f) dan (g). Hal ini dapat terjadi karena kedua populasi tersebut
mengalami kesembuhan dari terekspos TB akibat pengobatan berupa kontrol u1
sehingga individu terekspos TB-HIV dan terekspos TB-AIDS beralih menjadi
individu yang hanya terinfeksi HIV dan terkena AIDS. Oleh karena itu, jumlah
populasi terinfeksi HIV (IH) dan AIDS (IA) masing-masing mengalami
peningkatan seperti yang ditunjukkan pada Gambar 4.1 (d) dan (e) dimana grafik
dengan kontrol lebih meningkat dibanding dengan grafik tanpa kontrol.
     digilib.uinsby.ac.id  digilib.uinsby.ac.id  digilib.uinsby.ac.id  digilib.uinsby.ac.id  digilib.uinsby.ac.id  digilib.uinsby.ac.id  digilib.uinsby.ac.id   
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  
, scale=0.92, angle=0
46
Penurunan jumlah populasi terekspos TB-HIV dan terekspos TB-AIDS
mengakibatkan populasi terinfeksi TB-HIV dan terinfeksi TB-AIDS mengalami
penurunan seperti yang ditunjukkan pada Gambar 4.1 (h) dan 4.2 (a) dimana grafik
dengan kontrol lebih menurun dibanding dengan grafik tanpa kontrol. Hal tersebut
dapat terjadi karena semakin berkurangnya individu terekspos TB-HIV dan
terekspos TB-AIDS yang melanjutkan ke tahap terinfeksi TB-HIV dan terinfeksi
TB-AIDS. Gambar 4.2 (b) tidak mengalami perbedaan antara grafik dengan dan
tanpa kontrol karena tidak ada pengobatan untuk individu terinfeksi HIV.
4.2.2. Skenario 2
Pada skenario 2 digunakan pengobatan individu terinfeksi TB (u2) dengan
hasil simulasi yang diperoleh ditampilkan pada Gambar 4.3 dan 4.4. Individu TB
aktif mengalami sembuh karena kontrol u2 sehingga menyebabkan jumlah populasi
terinfeksi TB aktif mengalami penurunan seperti yang ditunjukkan pada Gambar
4.3 (b) dimana grafik dengan kontrol lebih menurun dibanding dengan grafik tanpa
kontrol. Hal tersebut menandakan bahwa u2 dapat menurunkan jumlah populasi
terinfeksi TB aktif.
Menurunnya populasi terinfeksi TB aktif mengakibatkan populasi
terekspos TB juga mengalami penurunan seperti yang ditunjukkan pada Gambar
4.3 (a) dimana grafik dengan kontrol lebih menurun dibanding dengan grafik tanpa
kontrol. Hal tersebut dapat terjadi karena semakin berkurangnya kontak yang
ditimbulkan antara individu TB aktif dengan individu lainnya sehingga akan
menekan tingkat penularan TB. Individu terinfeksi TB yang sembuh karena
kontrol u2 mengakibatkan jumlah populasi sembuh dari TB meningkat seperti
yang ditunjukkan pada Gambar 4.3 (c) dimana grafik dengan kontrol mengalami
peningkatan di awal tahun dan mengalami penurunan di tahun terakhir.
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(a) (b)
(c) (d)
(e) (f)
(g) (h)
Gambar 4.3 Populasi individu (a) terekspos TB, (b) terinfeksi TB, (c) sembuh dari TB, (d)
terinfeksi HIV, (e) terkena AIDS, (f) terekspos TB-HIV, (g) terekspos TB-AIDS, (h) terinfeksi
TB-HIV pada Skenario 2
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(a) (b)
Gambar 4.4 Populasi individu (a) terinfeksi TB-AIDS, (b) pengobatan HIV pada Skenario 2
Hal tersebut dapat terjadi karena adanya penularan HIV sehingga
menyebabkan populasi HIV meningkat seperti yang ditunjukkan pada Gambar 4.3
(d). Jumlah populasi terinfeksi TB-HIV ITH dan terinfeksi TB-AIDS ITA karena
pengaruh penggunaan kontrol u2 masing-masing mengalami penurunan seperti
yang ditunjukkan pada Gambar 4.3 (h) dan 4.4 (a) dimana grafik dengan kontrol
lebih menurun dibanding grafik tanpa kontrol. Hal tersebut dapat terjadi karena
populasi terinfeksi TB-HIV serta terinfeksi TB-AIDS keduanya mengalami
kesembuhan dari penyakit TB aktifnya sehingga menyebabkan mereka beralih
menjadi individu yang hanya terinfeksi HIV dan terkena AIDS. Oleh karena itu,
jumlah populasi terinfeksi HIV IH dan populasi terinfeksi AIDS IA
masing-masing mengalami peningkatan seperti yang ditunjukkan pada Gambar 4.3
(d) dan (e) dimana grafik dengan kontrol pada kedua populasi tersebut mengalami
peningkatan yang cukup pesat dibanding dengan grafik tanpa kontrol.
Penurunan jumlah populasi terinfeksi TB-HIV serta populasi terinfeksi
TB-AIDS mengakibatkan jumlah populasi terekspos TB-HIV ETH dan terekspos
TB-AIDS ETA juga mengalami penurunan seperti yang ditunjukkan pada Gambar
4.3 (f) dan 4.3 (g) dimana grafik dengan kontrol pada masing-masing populasi
lebih menurun dibanding dengan grafik tanpa kontrol. Hal tersebut dapat terjadi
     digilib.uinsby.ac.id  digilib.uinsby.ac.id  digilib.uinsby.ac.id  digilib.uinsby.ac.id  digilib.uinsby.ac.id  digilib.uinsby.ac.id  digilib.uinsby.ac.id   
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  
, scale=0.92, angle=0
49
karena semakin menurunnya populasi terinfeksi TB aktif sehingga semakin
menurunnya tingkat penularan TB. Pada populasi pengobatan HIV RH , tidak ada
perbedaan antara sebelum dan sesudah dikenakan kontrol karena tidak adanya
pengobatan untuk individu yang terinfeksi HIV. Hal tersebut sesuai dengan
Gambar 4.4 (b) dimana grafik dengan kontrol sama dengan grafik tanpa kontrol.
4.2.3. Skenario 3
Variabel kontrol yang digunakan pada skenario 3 adalah u3 yaitu pengobatan
dengan ARV untuk individu yang terinfeksi HIV. Hasil simulasi yang diperoleh dari
skenario 3 ditampilkan pada Gambar 4.5 - 4.7. Jumlah populasi individu dengan
HIV IH mengalami penurunan seperti yang ditunjukkan pada Gambar 4.5 (d).
(a) (b)
(c) (d)
Gambar 4.5 Populasi individu (a) terekspos TB, (b) terinfeksi TB, (c) sembuh dari TB, (d)
terinfeksi HIV pada Skenario 3
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(a) (b)
(c) (d)
Gambar 4.6 Populasi individu (a) terkena AIDS, (b) terekspos TB-HIV, (c) terekspos
TB-AIDS, (d) terinfeksi TB-HIV pada Skenario 3
Penurunan jumlah populasi terinfeksi HIV mengakibatkan penurunan pada
jumlah populasi terkena AIDS (IA) karena berkurangnya individu yang akan
melanjutkan penyakit HIV menjadi AIDS. Selain itu, pengobatan untuk individu
terinfeksi HIV dengan kontrol u3 mengakibatkan jumlah populasi pengobatan HIV
(RH) mengalami peningkatan karena semakin bertambah individu yang menerima
pengobatan HIV seperti yang ditunjukkan pada Gambar 4.7 (b). Gambar 4.6 (b) -
(d) dan 4.7 (a) secara berurutan menampilkan grafik populasi terekspos TB-HIV,
terekspos TB-AIDS, terinfeksi TB-HIV dan terinfeksi TB-AIDS. Keempat gambar
tersebut menunjukkan setelah dikenakan kontrol u3 grafik dengan kontrol menurun
lebih cepat dibanding tanpa dikenakan kontrol. Hal ini menandakan bahwa
populasi koinfeksi TB-HIV/AIDS mengalami penurunan setelah adanya
pengobatan individu yang terinfeksi HIV.
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(a) (b)
Gambar 4.7 Populasi individu (a) terinfeksi TB-AIDS, (b) pengobatan HIV pada Skenario 3
Jumlah populasi terekspos TB dan terinfeksi TB aktif setelah adanya
pengobatan HIV keduanya mengalami penurunan seperti yang ditunjukkan pada
Gambar 4.5 (a) dan (b) dimana grafik dengan kontrol semakin menurun dibanding
dengan grafik tanpa kontrol. Hal tersebut kemungkinan dapat terjadi karena
berkurangnya tingkat penularan TB dari individu terinfeksi TB-HIV/AIDS
sehingga menyebabkan jumlah populasi terekspos TB maupun terinfeksi TB
menurun. Penurunan populasi terekspos dan terinfeksi TB mengakibatkan
populasi sembuh dari TB juga menurun karena tidak adanya pengobatan untuk
menyembuhkan penderita TB seperti yang ditunjukkan pada Gambar 4.5 (c).
4.2.4. Skenario 4
Variabel kontrol yang digunakan pada skenario 4 adalah u1 dan u2 yaitu
pengobatan untuk individu terekspos TB dan terinfeksi TB. Hasil simulasi yang
diperoleh ditampilkan pada Gambar 4.8 dan 4.9. Jumlah populasi terinfeksi TB
menjadi menurun karena mengalami kesembuhan akibat diberi pengobatan u2
seperti yang ditunjukkan pada Gambar 4.8 (b) dimana grafik dengan kontrol lebih
menurun dibanding dengan grafik tanpa kontrol. Hal tersebut menunjukkan bahwa
penggunaan kontrol u2 dapat mengurangi jumlah populasi terinfeksi TB.
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(a) (b)
(c) (d)
(e) (f)
(g) (h)
Gambar 4.8 Populasi individu (a) terekspos TB, (b) terinfeksi TB, (c) sembuh dari TB, (d)
terinfeksi HIV, (e) terkena AIDS, (f) terekspos TB-HIV, (g) terekspos TB-AIDS, (h) terinfeksi
TB-HIV pada Skenario 4
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(a) (b)
Gambar 4.9 Populasi individu (a) terinfeksi TB-AIDS, (b) pengobatan HIV pada Skenario 4
Penurunan populasi terinfeksi TB mengakibatkan populasi terekspos TB
mengalami penurunan karena berkurangnya tingkat penularan TB. Selain itu,
karena pada skenario ini juga dilakukan pengobatan individu terekspos TB dengan
u1 maka semakin menekan jumlah populasi terekspos TB karena mengalami
sembuh seperti yang ditunjukkan pada Gambar 4.8 (a) dimana grafik dengan
kontrol lebih menurun dibanding grafik tanpa kontrol. Penurunan populasi
terekspos TB dan terinfeksi TB karena mengalami kesembuhan mengakibatkan
jumlah populasi sembuh dari TB (RT ) meningkat seperti yang ditunjukkan pada
Gambar 4.8 (c). Peningkatan pada populasi RT terjadi pada awal tahun dan
mengalami penurunan pada akhir tahun. Hal tersebut kemungkinan dapat terjadi
karena adanya penularan HIV, sehingga menyebabkan populasi terinfeksi HIV
mengalami peningkatan seperti yang ditunjukkan pada Gambar 4.8 (d).
Jumlah populasi terekspos TB-HIV, terekspos TB-AIDS, terinfeksi
TB-HIV dan terinfeksi TB-AIDS masing-masing mengalami penurunan seperti
yang ditunjukkan berturut-turut pada Gambar 4.8 (f) - (h) dan 4.9 (a) dimana grafik
dengan kontrol pada masing-masing populasi menurun lebih cepat dibanding
dengan grafik tanpa kontrol. Hal tersebut menyatakan bahwa individu terekspos
TB-HIV, terekspos TB-AIDS, terinfeksi-TB HIV, dan terinfeksi-TB AIDS
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mengalami kesembuhan dari terekspos TB dan terinfeksi TB aktifnya sehingga
beralih menjadi individu yang hanya terinfeksi HIV dan terkena AIDS. Oleh
karena itu, menyebabkan populasi terinfeksi HIV dan terkena AIDS mengalami
peningkatan seperti yang ditunjukkan pada Gambar 4.8 (d) dan 4.8 (e) dimana
grafik dengan kontrol mengalami peningkatan dibanding dengan grafik tanpa
kontrol. Populasi pengobatan HIV (RH) tidak mengalami perubahan antara
dengan dan tanpa kontrol karena tidak adanya pengobatan yang diberikan untuk
individu terinfeksi HIV seperti yang ditunjukkan pada Gambar 4.9 (b).
4.2.5. Skenario 5
Variabel kontrol yang digunakan pada skenario 5 adalah u1 dan u3 yaitu
pengobatan untuk individu terekspos TB dan terinfeksi HIV. Hasil simulasi yang
diperoleh ditampilkan pada Gambar 4.10 dan 4.11. Jumlah populasi terekspos TB
mengalami penurunan akibat penggunaan kontrol u1 seperti yang ditunjukkan pada
Gambar 4.10 (a) dimana grafik dengan kontrol menurun secara drastis dibanding
dengan grafik tanpa kontrol. Hal tersebut dapat terjadi karena populasi terekspos
TB mengalami sembuh sehingga mengakibatkan jumlah populasi sembuh dari TB
meningkat seperti yang ditunjukkan pada Gambar 4.10 (c) dimana grafik dengan
kontrol mengalami peningkatan dibandingkan dengan grafik tanpa kontrol.
Penurunan populasi terekspos TB mengakibatkan populasi TB aktif juga
menurun seperti yang ditunjukkan pada Gambar 4.10 (b) dimana grafik dengan
kontrol lebih menurun dibanding dengan grafik tanpa kontrol. Hal tersebut dapat
terjadi karena berkurangnya individu terekspos TB yang melanjutkan ke tahap TB
aktif. Penggunaan kontrol u1 mengakibatkan jumlah populasi terekspos TB-HIV
dan terekspos TB-AIDS menurun karena mengalami sembuh dari terekspos TBnya
dan beralih menjadi individu yang hanya terinfeksi HIV dan terkena AIDS.
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(a) (b)
(c) (d)
(e) (f)
(g) (h)
Gambar 4.10 Populasi individu (a) terekspos TB, (b) terinfeksi TB, (c) sembuh dari TB, (d)
terinfeksi HIV, (e) terkena AIDS, (f) terekspos TB-HIV, (g) terekspos TB-AIDS, (h) terinfeksi
TB-HIV pada Skenario 5
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(a) (b)
Gambar 4.11 Populasi individu (a) terinfeksi TB-AIDS, (b) pengobatan HIV pada Skenario 5
Hal tersebut sesuai dengan Gambar 4.10 (f) dan (g) dimana grafik dengan
kontrol lebih menurun dibandingkan dengan grafik tanpa kontrol. Penurunan
jumlah populasi terekspos TB-HIV dan terekspos TB-AIDS menyebabkan jumlah
populasi terinfeksi TB-HIV dan terinfeksi TB-AIDS juga mengalami penurunan.
Hal tersebut dapat terjadi karena berkurangnya individu terekspos TB-HIV dan
terekspos TB-AIDS yang melanjutkan terekspos TBnya menjadi terinfeksi TB
aktif seperti yang ditunjukkan pada Gambar 4.10 (h) dan 4.11 (a) dimana grafik
dengan kontrol lebih menurun dibanding dengan grafik tanpa kontrol.
Pengaruh penggunaan kontrol u3 mengakibatkan jumlah populasi terinfeksi
HIV menurun seperti yang ditampilkan pada Gambar 4.10 (d) dimana grafik
dengan kontrol menurun lebih cepat dibanding dengan grafik tanpa kontrol. Hal
tersebut dapat terjadi karena populasi HIV mendapatkan pengobatan ARV
sehingga menyebabkan mereka beralih menjadi populasi dalam pengobatan HIV
(RH). Oleh karena itu grafik dengan kontrol pada Gambar 4.11 (b) mengalami
peningkatan yang sangat pesat dibanding dengan grafik tanpa kontrol. Hal tersebut
menunjukkan bahwa semakin banyak individu terinfeksi HIV yang mendapatkan
pengobatan melalui u3. Menurunnya jumlah populasi terinfeksi HIV menyebabkan
jumlah populasi terkena AIDS juga mengalami penurunan seperti yang
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ditunjukkan pada Gambar 4.10 (e) dimana grafik dengan kontrol meningkat di
awal tahun dan menurun lebih cepat setelahnya. Penurunan jumlah populasi
terinfeksi HIV dan terkena AIDS sangat mempengaruhi populasi koinfeksi.
Jumlah populasi terekspos TB-HIV, terekspos TB-AIDS, terinfeksi TB-HIV dan
terinfeksi TB-AIDS masing-masing mengalami penurunan seperti yang
ditunjukkan pada Gambar 4.10 (f)-(h) dan 4.11 (a) dimana semua grafik dengan
kontrol mengalami penurunan yang drastis dibanding dengan grafik tanpa kontrol.
4.2.6. Skenario 6
Variabel kontrol yang digunakan pada skenario 6 adalah u2 dan u3 yaitu
pengobatan untuk individu terinfeksi TB dan terinfeksi HIV. Hasil simulasi yang
diperoleh ditampilkan pada Gambar 4.12 dan 4.13. Jumlah populasi terinfeksi TB
aktif mengalami penurunan karena sembuh akibat penggunaan kontrol u2 seperti
yang ditunjukkan pada Gambar 4.12 (b) dimana grafik dengan kontrol menurun
lebih cepat dibanding dengan grafik tanpa kontrol. Hal tersebut menandakan bahwa
kontrol u2 dapat mengurangi jumlah populasi TB aktif.
Individu terinfeksi TB aktif yang diberi pengobatan berupa kontrol u2
mengalami sembuh sehingga mengakibatkan jumlah populasi sembuh dari TB
meningkat seperti yang ditunjukkan pada Gambar 4.12 (c) dimana grafik dengan
kontrol mengalami peningkatan dan tetap stabil hingga sedikit menurun di akhir
tahun. Hal tersebut dapat terjadi karena individu terinfeksi TB semakin berkurang
sehingga individu TB yang diobati dan menjadi sembuh juga semakin berkurang.
Penurunan jumlah populasi terinfeksi TB aktif mengakibatkan jumlah populasi
terekspos TB juga mengalami penurunan seperti yang ditunjukkan pada Gambar
4.12 (a), hal ini dapat terjadi karena semakin berkurangnya tingkat penularan TB
yang ditimbulkan oleh individu terinfeksi TB aktif.
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.
(a) (b)
(c) (d)
(e) (f)
(g) (h)
Gambar 4.12 Populasi individu (a) terekspos TB, (b) terinfeksi TB, (c) sembuh dari TB, (d)
terinfeksi HIV, (e) terkena AIDS, (f) terekspos TB-HIV, (g) terekspos TB-AIDS, (h) terinfeksi
TB-HIV pada Skenario 6
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.
(a) (b)
Gambar 4.13 Populasi individu (a) terinfeksi TB-AIDS, (b) pengobatan HIV pada Skenario 6
Jumlah populasi terinfeksi TB-HIV dan terinfeksi TB-AIDS karena
penggunaan kontrol u2 mengalami penurunan seperti yang ditunjukkan pada
Gambar 4.12 (h) dan 4.13 (a) dimana grafik dengan kontrol lebih menurun
dibanding dengan grafik tanpa kontrol. Hal tersebut dapat terjadi karena individu
terinfeksi TB-HIV serta terinfeksi TB-AIDS mengalami sembuh dari terinfeksi TB
aktifnya sehingga menyebabkan mereka beralih menjadi populasi yang hanya
terinfeksi HIV dan terkena AIDS. Oleh karena itu, jumlah populasi terinfeksi HIV
dan terkena AIDS mengalami peningkatan. Namun karena adanya pemberian
kontrol u3, menyebabkan populasi HIV mengalami penurunan seperti yang
ditunjukkan pada Gambar 4.12 (d) dimana grafik dengan kontrol lebih menurun
dibanding dengan grafik tanpa kontrol. Hal tersebut dapat terjadi karena individu
HIV yang mendapatkan pengobatan beralih menjadi individu dalam pengobatan
HIV sehingga menyebabkan populasi pengobatan HIV meningkat seperti yang
ditunjukkan pada Gambar 4.13 (b). Penurunan populasi HIV mengakibatkan
populasi AIDS juga mengalami penurunan karena berkurangnya individu yang
melanjutkan HIVnya menjadi AIDS seperti yang ditunjukkan pada Gambar (e)
dimana grafik dengan kontrol lebih menurun dibanding dengan grafik tanpa
kontrol.
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Selain itu, menurunnya jumlah populasi terinfeksi TB-HIV serta terinfeksi
TB-AIDS mengakibatkan jumlah populasi terekspos TB-HIV dan terekspos
TB-AIDS juga menurun seperti yang ditunjukkan pada Gambar 4.12 (f) dan (g).
Hal tersebut dapat terjadi karena semakin menurunnya populasi terinfeksi TB
sehingga semakin menurunnya tingkat penularan TB kepada individu dengan
HIV/AIDS. Selain itu penurunan populasi terekspos TB-HIV dan terekspos
TB-AIDS dipengaruhi oleh pengobatan dengan u3 sehingga kedua populasi
tersebut mengalami penurunan karena telah mendapatkan pengobatan HIV
sehingga beralih menjadi individu dengan pengobatan HIV. Oleh karena itu,
jumlah populasi pengobatan HIV meningkat seperti yang ditunjukkan pada
Gambar 4.13 (b) dimana grafik dengan kontrol mengalami peningkatan dibanding
dengan grafik tanpa kontrol.
4.2.7. Skenario 7
Variabel kontrol yang digunakan pada skenario 7 adalah semua variabel
kontrol yaitu u1, u2 dan u3 yang masing-masing merupakan pengobatan untuk
individu terekspos TB, terinfeksi TB aktif dan terinfeksi HIV. Hasil simulasi yang
diperoleh dari skenario 7 ditampilkan pada Gambar 4.14 dan 4.15.
Populasi terekspos TB mengalami penurunan akibat penggunaan kontrol u1
seperti yang ditunjukkan pada Gambar 4.14 (a) dimana grafik dengan kontrol
mengalami penurunan dibanding dengan grafik tanpa kontrol. Penurunan populasi
terekspos TB mengakibatkan jumlah populasi terinfeksi TB juga mengalami
penurunan karena berkurangnya individu yang melanjutkan TB eksposnya menjadi
TB aktif ditambah dengan penggunaan kontrol u2 yang semakin menekan jumlah
populasi terinfeksi TB. Hal tersebut sesuai dengan Gambar 4.14 (b) dimana grafik
dengan kontrol menurun lebih cepat dibanding dengan grafik tanpa kontrol.
     digilib.uinsby.ac.id  digilib.uinsby.ac.id  digilib.uinsby.ac.id  digilib.uinsby.ac.id  digilib.uinsby.ac.id  digilib.uinsby.ac.id  digilib.uinsby.ac.id   
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  
, scale=0.92, angle=0
61
.
(a) (b)
(c) (d)
(e) (f)
(g) (h)
Gambar 4.14 Populasi individu (a) terekspos TB, (b) terinfeksi TB, (c) sembuh dari TB, (d)
terinfeksi HIV, (e) terkena AIDS, (f) terekspos TB-HIV, (g) terekspos TB-AIDS, (h) terinfeksi
TB-HIV pada Skenario 7
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(a) (b)
Gambar 4.15 Populasi individu (a) terinfeksi TB-AIDS, (b) pengobatan HIV pada Skenario 7
Populasi dari kelas terekspos TB dan terinfeksi TB yang menurun
menandakan bahwa banyak individu yang sembuh dari TB sehingga mereka
beralih ke dalam populasi sembuh dari TB (RT ). Hal tersebut sesuai dengan
Gambar 4.14 (c) dimana grafik dengan kontrol lebih meningkat dibanding dengan
grafik tanpa kontrol yang menandakan bahwa pengobatan menggunakan kontrol u1
dan u2 dapat meningkatkan jumlah populasi sembuh dari TB.
Penggunaan kontrol u1 dan u2 juga berpengaruh terhadap populasi
terekspos TB-HIV, terekspos TB-AIDS, terinfeksi TB-HIV, serta terinfeksi
TB-AIDS. Keempat populasi tersebut mengalami penurunan seperti yang
ditunjukkan pada Gambar 4.14 (f) - (h) dan 4.15 (a) dimana grafik dengan kontrol
pada masing-masing populasi lebih menurun dibanding dengan grafik tanpa
kontrol. Hal tersebut dapat terjadi karena mereka mengalami kesembuhan dari
terekspos TB serta terinfeksi TB aktifnya dan seharusnya beralih menjadi individu
yang hanya terinfeksi HIV dan terkena AIDS. Namun karena adanya penggunaan
kontrol u3 berupa pengobatan HIV mengakibatkan jumlah populasi terinfeksi HIV
mengalami penurunan seperti yang ditunjukkan pada Gambar 4.14 (d) dimana
grafik dengan kontrol lebih menurun dibanding dengan grafik tanpa kontrol. Hal
tersebut dapat terjadi karena individu terinfeksi HIV beralih menjadi individu
     digilib.uinsby.ac.id  digilib.uinsby.ac.id  digilib.uinsby.ac.id  digilib.uinsby.ac.id  digilib.uinsby.ac.id  digilib.uinsby.ac.id  digilib.uinsby.ac.id   
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  
, scale=0.92, angle=0
63
dalam pengobatan HIV sehingga menyebabkan jumlah populasi pengobatan HIV
mengalami peningkatan seperti yang ditunjukkan pada Gambar 4.15 (b) dimana
grafik dengan kontrol mengalami peningkatan dibanding dengan grafik tanpa
kontrol. Penurunan jumlah populasi terinfeksi HIV menyebabkan jumlah populasi
terkena AIDS juga mengalami penurunan karena semakin berkurangnya individu
yang melanjutkan penyakit HIV nya menjadi AIDS. Hal tersebut sesuai dengan
Gambar 4.14 (e) dimana grafik dengan kontrol lebih menurun dibanding dengan
grafik tanpa kontrol.
4.2.8. Hasil Kontrol
Simulasi dari tujuh skenario di atas menghasilkan nilai fungsional objektif
J sesuai Persamaan (4.1) yang ditampilkan pada Tabel 4.2. Nilai yang paling kecil
dihasilkan oleh skenario 7 dengan nilai 1401,44 dan nilai yang paling besar
dihasilkan oleh skenario 2 dengan nilai 10697,09. Berdasarkan tujuan dalam
penelitian ini yaitu meminimumkan fungsional objektif maka semakin kecil nilai J
yang dihasilkan menunjukkan strategi semakin baik.
Tabel 4.2 Hasil fungsional objektif
Skenario J
1 2910,31
2 10697,09
3 3027,08
4 2017,46
5 1559,21
6 2893,22
7 1401,44
Pada Gambar 4.16 menunjukkan laju penggunaan kontrol pada skenario 1
hingga skenario 7. Laju pemberian kontrol yang digunakan pada skenario 1
ditampilkan pada Gambar 4.16 (a) dimana menunjukkan pengobatan individu
terekspos TB diberikan secara penuh pada kurang lebih empat tahun pertama dan
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dapat dikurangi secara perlahan pada tahun-tahun berikutnya. Hal tersebut
dilakukan karena semakin berkurangnya jumlah populasi terekspos TB dari tahun
ke tahun sehingga laju pengobatan yang diberikan juga semakin menurun. Pada
Gambar 4.16 (b) menunjukkan laju kontrol yang digunakan pada skenario 2,
dimana pada satu setengah tahun pertama pengobatan terinfeksi TB diberikan
secara penuh dan selanjutnya dapat diturunkan secara perlahan. Hal tersebut
sebanding dengan semakin menurunnya jumlah populasi terinfeksi TB, sehingga
laju pengobatan yang dilakukan juga semakin menurun.
(a) (b) (c)
(d) (e) (f)
(g)
Gambar 4.16 Peubah kontrol pada (a) skenario 1, (b) skenario 2, (c) skenario 3, (d) skenario
4, (e) skenario 5, (f) skenario 6 dan (g) skenario 7
     digilib.uinsby.ac.id  digilib.uinsby.ac.id  digilib.uinsby.ac.id  digilib.uinsby.ac.id  digilib.uinsby.ac.id  digilib.uinsby.ac.id  digilib.uinsby.ac.id   
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  
, scale=0.92, angle=0
65
Gambar 4.16 (c) menampilkan laju kontrol yang digunakan pada skenario
3, dimana hasilnya mununjukkan bahwa kurang lebih dua setengah tahun pertama
harus diberikan pengobatan HIV secara penuh dan pada tahun-tahun berikutnya
dapat dikurangi secara perlahan. Penurunan laju kontrol tersebut dikarenakan
jumlah populasi terinfeksi HIV yang semakin menurun dari tahun ke tahun.
Penggunaan kontrol pada skenario 4 yang ditampilkan pada Gambar 4.16
(d) menunjukkan bahwa pengobatan untuk individu terekspos TB dilakukan secara
penuh pada tiga tahun pertama dan pada tahun selanjutnya dapat diturunkan secara
perlahan. Selain itu, pada skenario 4 juga dilakukan pengobatan untuk individu
terinfeksi TB diberikan secara penuh pada satu tahun pertama dan pada
tahun-tahun berikutnya dapat diturunkan secara perlahan. Sama halnya dengan
skenario 4, untuk skenario 5, 6 dan 7 yang ditampilkan pada Gambar 4.16 (e), (f)
dan (g) menunjukkan laju kontrol mengalami penurunan secara perlahan dari
tahun ke tahun. Hal tersebut terjadi karena seiring dengan jumlah populasi
terinfeksi yang semakin menurun maka laju pengobatan yang diberikan juga
semakin menurun.
4.2.9. Evaluasi Hasil terhadap Penelitian Terdahulu
Perbandingan hasil dari skenario terbaik yaitu skenario yang menghasilkan
nilai fungsional objektif terkecil antara penelitian Rayhan (2017) sebagai
penelitian acuan dan penelitian ini ditampilkan pada Tabel 4.3. Skenario yang
menghasilkan nilai fungsional objektif terkecil pada penelitian Rayhan (2017)
dihasilkan oleh skenario 4 yakni pemberian pengobatan terekspos TB u1 dan
terinfeksi TB u2 secara bersamaan, sedangkan pada penelitian ini dihasilkan oleh
skenario 7 yakni pemberian pengobatan terekspos TB u1, terinfeksi TB u2 dan
terinfeksi HIV u3 secara bersamaan.
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Tabel 4.3 Perbandingan hasil skenario terbaik
Kelas
Jumlah Populasi
Awal
Akhir
Model Acuan Model Modifikasi
ET 2080 1785 94
IT 354 57 3
RT 0 899 2073
IH 1500 1205 217
IA 420 375 99
ETH 1095 428 3
ETA 325 149 1
ITH 137 24 0
ITA 29 20 0
Berdasarkan Tabel 4.3, jumlah populasi akhir yang dihasilkan antara
penelitian acuan dan penelitian ini memiliki selisih yang cukup besar. Jumlah
populasi terekspos TB-HIV, terekspos TB-AIDS, terinfeksi TB-HIV serta
terinfeksi TB-AIDS yang dihasilkan oleh penelitian ini masing-masing memiliki
jumlah penderita kurang dari 5, sedangkan pada penelitian acuan masing-masing
jumlah populasi terekspos TB-HIV, terekspos TB-AIDS, terinfeksi TB-HIV serta
terinfeksi TB-AIDS memiliki jumlah penderita lebih dari sama dengan 20. Hasil
tersebut menunjukkan dengan menggunakan model modifikasi pada penelitian ini
dapat lebih mengurangi jumlah penderita koinfeksi TB-HIV/AIDS sehingga dapat
mengendalikan penyebaran penyakit koinfeksi TB-HIV/AIDS.
Model modifikasi pada penelitian ini juga menghasilkan jumlah populasi
penderita Tuberkulosis maupun HIV/AIDS lebih kecil dibanding dengan model
pada penelitian acuan. Hal tersebut menunjukkan bahwa dengan menggunakan
model modifikasi seperti yang telah dibahas pada penelitian ini dapat lebih
mengurangi jumlah penderita Tuberkulosis maupun HIV/AIDS.
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BAB V
PENUTUP
5.1. Simpulan
Setelah diperoleh hasil seperti yang telah dijabarkan pada BAB IV, maka
dapat ditarik kesimpulan bahwa:
1. Penyelesaian kontrol optimal menggunakan metode prinsip minimum
pontryagin memberikan hasil kontrol yang optimal pada masing-masing
variabel kontrol, yaitu:
u1
∗ = min
(
1,max
(
(m2−m4)ET+(m7−m5)ETH+(m8−m6)ETA
2c1
, 0
))
u2
∗ = min
(
1,max
( (m3−m4)IT+(m9−m5)ITH+(m10−m6)ITA
2c2
, 0
))
u3
∗ = min
(
1,max
( (m5−m11)IH+(m7−m11)ETH+(m9−m11)ITH
2c3
, 0
))
2. Hasil simulasi yang telah diperoleh pada penelitian ini menyatakan bahwa
skenario terbaik yaitu skenario dengan nilai fungsional objektif J terkecil
dihasilkan oleh skenario 7 dengan penggunaan kontrol u1, u2, dan u3 secara
bersamaan. Hal tersebut menandakan bahwa strategi yang paling tepat dalam
mengurangi jumlah populasi koinfeksi TB-HIV/AIDS dengan pengeluaran
biaya pengobatan yang minimum adalah dengan pemberian pengobatan pada
individu terekspos TB, individu terinfeksi TB dan individu terinfeksi HIV
secara bersama-sama sehingga mampu mengendalikan penyebaran koinfeksi
TB-HIV/AIDS dengan optimal.
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5.2. Saran
Setelah dilakukan penelitian pada skripsi ini, penulis menyarankan untuk
penelitian selanjutnya dapat menggunakan data asli dan terbaru dari Indonesia agar
dapat dilihat dengan nyata pengaruh model yang dibangun terhadap populasi
koinfeksi TB-HIV/AIDS di Indonesia. Selanjutnya pada penyelesaian numerik
dapat mencoba menggunaan Runge-Kutta dengan orde yang lebih tinggi. Selain
itu dapat melakukan modifikasi dengan penambahan kontrol berupa penggunaan
alat kontrasepsi seperti kondom saat melakukan hubungan seksual, sehingga akan
diperoleh model dengan kontrol baru yang mungkin lebih efektif dalam
mengendalikan penyebaran koinfeksi TB-HIV/AIDS.
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